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"Sempre em frente, não temos tempo a perder."’
Renato Russo
Resumo
Nesta dissertação estudamos o conceito de grupoide simplético e sua relação com a ge-
ometria de Poisson. Seguindo a referência [3], mostramos que a base M de um gru-
poide simplético (G ,ω) herda uma única estrutura de Poisson π de forma que o alge-
broide de Lie A(G ) de G é isomorfo ao algebroide de Lie T ∗M canonicamente associado
à variedade de Poisson (M ,π). Posteriormente, introduzimos o conceito de grupoide G -
Hamiltoniano e mostramos que o espaço de órbitas de uma ação de Poisson numa varie-
dade de Poisson integrável, é também integrável como variedade de Poisson e, é possível
construir um grupoide simplético que integra esta variedade de Poisson via redução de
Marsden-Weinstein para grupoides G -Hamiltonianos. Finalmente, relacionamos nos-
sos resultados com os obtidos por Mikami e Weinstein em [20].




In this dissertation we study the notion of symplectic groupoid and its relation with Pois-
son geometry. Following [3], we show that the base M of a symplectic groupoid (G ,ω)
inherits a unique Poisson structure π in such a way that the Lie algebroid A(G ) of G is
canonically isomorphic to the Lie algebroid T ∗M associated to the Poisson manifold
(M ,π). Then, we introduce G -Hamiltonian groupoids, proving the main result of this
work which says that the orbit space M /G of a Poisson action on an integrable Poisson
manifold M , is always integrable, when M /G is smooth. Moreover, a symplectic grou-
poid integrating M /G is constructed via Marsden-Weinstein reduction for G -Hamiltonian
groupoids. Finally, we relate our results with the ones obtained by Mikami and Weinstein
in [20].
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É conhecido que na formulação Hamiltoniana da mecânica clássica, os objetos geomé-
tricos que representam espaços de fase correspondem a variedades simpléticas. Uma va-
riedade simplética é um par (M ,ω), onde M é uma variedade diferenciável eω ∈Ω2(M )
é uma 2-forma em M que é fechada e não-degenerada. Similarmente, o estudo de siste-
mas mecânicos com simetrias se traduz matematicamente numa ação de um grupo de
Lie G numa variedade simplética (M ,ω), preservando a estrutura simpléticaω ∈Ω2(M ).
Se G for compacto e a ação de G em M é livre, então o espaço de órbitas M /G é uma
variedade diferenciável, mas não necessariamente uma variedade simplética. De fato,
M /G herda uma estrutura de Poisson.
De forma concreta, uma variedade de Poisson é um par (N ,{·, ·}), onde N é uma va-
riedade diferenciável e {·, ·} é uma estrutura de Poisson na álgebra de funções suaves
C∞(N ). Isto é,
{·, ·} : C∞(N )×C∞(N )−→C∞(N )
é um colchete de Lie, tal que, para cada f ∈ C∞(N ), tem-se que { f , ·} ∈ Der(C∞(N )) é
uma derivação na álgebra C∞(N ). Por um lado, um resultado clássico garante que existe
uma correspondência 1-1 entre grupos de Lie simplesmente conexos e álgebras de Lie de
dimensão finita. Por outro lado, a álgebra de funções (C∞(N ),{·, ·}) de uma variedade de
Poisson é naturalmente uma álgebra de Lie (de dimensão infinita). Uma questão natural
é a seguinte:
Pergunta 1: Qual é o objeto global associado à álgebra de Lie (C∞(N ),{·, ·})?
Esta dissertação trata esta questão. Embora a álgebra de Lie (C∞(N ),{·, ·}) tenha di-
mensão infinita, o fato que { f , ·} ∈ Der(C∞(N )) é uma derivação, para cada f ∈ C∞(N ),
permite associar à variedade de Poisson (N ,{·, ·}) um objeto geométrico de dimensão fi-
nita chamado algebroide de Lie.
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O conceito de algebroide de Lie unifica as noções de álgebra de Lie, folheação regular
e fibrado tangente, e corresponde à versão infinitesimal do conceito de grupoide de Lie.
Desta forma, a pergunta 1 pode ser reformulada da seguinte maneira:
Pergunta 2: Qual a geometria global associada ao algebroide de Lie de uma variedade de
Poisson?
Neste trabalho, veremos que a versão global de uma variedade de Poisson é um gru-
poide simplético. Um grupoide simplético é um grupoide de Lie munido de uma forma
simplética compatível com a multiplicação de grupoide, veja [3]. Grupoides simpléticos
foram introduzidos de forma independente por A. Weinstein e M. V. Karasev em conexão
com problemas de quantização. Grosso modo, grupoides simpléticos estão para grupos
de Lie, como variedades de Poisson estão para algebroides de Lie.
O objetivo principal desta dissertação consiste em explicar em que sentido varieda-
des de Poisson correspondem ao análogo infinitesimal de grupoides simpléticos. Para
tal, usamos a referência [3]. Em particular, estamos interessados em descrever grupoides
simpléticos associados a variedades de Poisson da forma M /G , onde M é uma variedade
de Poisson e G é um grupo de simetrias de M .
Esta dissertação está organizada da seguinte maneira:
O capítulo 1, cujas principais referências são [1] e [6], consiste numa introdução à
Geometria simplética. Definimos variedades simpléticas e apresentamos os exemplos
principais destes objetos. Em seguida, estudamos morfismos entre variedades simpléti-
cas e finalizamos o capítulo com o estudo de espaços G -Hamiltonianos.
No capítulo 2, usamos principalmente as referências [5], [8], apresentamos os con-
ceitos de grupoide de Lie e algebroide de Lie. Também explicamos de forma detalhada
a construção do funtor de Lie entre a categoria dos grupoides de Lie e a categoria dos
algebroides de Lie.
No capítulo 3, usamos [8] e [15], são apresentados os conceitos fundamentais da geo-
metria de Poisson. Explicamos a relação entre estruturas de Poisson e bivetores de Pois-
son e, também estudamos os exemplos principais destas estruturas e o conceito de mor-
fismo de Poisson. Finalmente, mostramos o Teorema de Libermann sobre estruturas de
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Poisson na base de uma submersão cujo espaço total é uma variedade simplética.
O capítulo 4, cujas referências foram [3], [8] e [24], é a parte central desta dissertação.
Explicamos em detalhe a relação entre grupoides simpléticos e variedades de Poisson,
seguindo a referência [3]. Mostramos que toda variedade de Poisson (N ,{·, ·}) induz cano-
nicamente uma estrutura de algebroide de Lie no fibrado cotangente T ∗N . Terminamos
este capítulo com um resultado devido a Coste-Dazord-Weinstein [3], que mostra que a
base N de um grupoide simplético (G ,ω)⇒ N herda uma única estrutura de Poisson de
forma que o algebroide de Lie de G é isomorfo ao algebroide de Lie T ∗N determinado
por (N ,{·, ·}).
O capítulo 5 apresenta os resultados principais deste trabalho. Introduzimos o con-
ceito de grupoide G -Hamiltoniano, isto é, grupoides simpléticos munidos de uma ação
Hamiltoniana compatível com a estrutura de grupoide. Mostramos que o espaço de ór-
bitas de uma ação de Poisson numa variedade de Poisson integrável, é também inte-
grável como variedade de Poisson e, é possível construir um grupoide simplético que
integra esta variedade de Poisson via redução de Marsden-Weinstein para grupoides G -
Hamiltonianos. Finalmente, relacionamos nossos resultados com os obtidos por Mi-
kami e Weinstein em [20].
Capítulo 1
Geometria Simplética
Neste capítulo fizemos uma introdução às variedades simpléticas. Começamos defi-
nindo e dando alguns exemplos de variedades simpléticas. Em seguida estudamos mor-
fismos entre variedades simpléticas e subvariedades. Finalmente, estudamos simetrias
de variedades simpléticas e apresentamos o Teorema de Marsden - Weinstein sobre quo-
cientes simpléticos.
1.1 Variedades Simpléticas
Sejam M uma variedade diferenciável de dimensão n eω ∈Ω2(M ) uma 2-forma em M .
Dizemos queω é não-degenerada se, para todo p ∈M , vale o seguinte: seωp (u , v ) = 0
para todo u ∈ Tp M , então v = 0, v ∈ Tp M .
Definição 1.1. Uma variedade simplética é um par (M ,ω), onde M é uma variedade
diferenciável e ω ∈ Ω2(M ) é uma forma simplética. Isto é, ω é uma 2 - forma fechada e
não-degenerada.
Observação 1.1. Se (M ,ω) é uma variedade simplética e p ∈M , então a forma bilinear
ωp : Tp M ×Tp M →R é não-degenerada e anti-simétrica. Com isto, se A é a matriz asso-
ciada aω, então A é não-singular e
(−1)n det(A) = det(−A) = det(AT ) = det(A).
Decorre do anterior que toda variedade simplética tem dimensão par.
Vamos agora exibir alguns exemplos de variedades simpléticas.
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d x j ∧d yj .







x j d yj
!
.
Vejamos queω0 é não-degenerada. Seja v ∈ Tp M , tal queω0(u , v ) = 0, para todo u ∈ Tp M .




, j = 1, · · · , n , então












= d yj (v ) j = 1, · · · , n .
Ou seja, d x j (v ) = d yj (v ) = 0, para todo j = 1, · · · , n . Isto é, v = 0. Portanto,ω0 é uma forma
simplética em Rn .
Exemplo 1.2. Considere o espaço Cn = {(z1, · · · , zn ) | z j ∈ C, j = 1, · · · , n}. Usando a iden-
tidade R2n 'Cn dada por (x , y ) 7→ x + i y , a forma simplética do exemplo anterior induz







d z j ∧d z̄ j .
Segue que Cn é naturalmente uma variedade simplética.
Exemplo 1.3. Sejam (M1,ω1), (M2,ω2) variedades simpléticas. Considere M =M1×M2 a
variedade produto com as projeções canônicas
pr j : M →M j j = 1, 2.
Entãoω := pr∗1ω1+pr
∗





onde usamos o fato deω1,ω2 serem fechadas. Vejamos queω é não-degenerada.
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Sejam (u1, u2), (v1, v2) ∈ Tp M , sendo p = (p1, p2) ∈M1×M2, então
ωp ((u1, u2), (v1, v2)) = (pr
∗
1ω1)p1((u1, u2), (v1, v2))+ (pr
∗
2ω2)p2((u1, u2), (v1, v2))
= (ω1)p1(u1, v1) + (ω2)p2(u2, v2).
Suponha que (v1, v2) é tal que, para todo (u1, u2) ∈ Tp M , tem-se
ωp ((u1, u2), (v1, v2)) = (ω1)p1(u1, v1) + (ω2)p2(u2, v2) = 0.
Então, tomando u1 = 0 e u2 6= 0 e usando o fato de ω2 ser não-degenerada, segue que
v2 = 0. De modo análogo, segue que v1 = 0. Portanto,ω= pr∗1ω1+pr
∗
2ω2 define uma forma
simplética em M =M1×M2.
Exemplo 1.4 (Fibrado Cotangente). Seja M uma variedade de dimensão n com coorde-




T ∗p M .
Considere a projeção canônica:
pr : T ∗M −→ M
ξp 7−→ p .
Para cada ξp ∈ T ∗p M , considere a derivada
D pr(ξp ) : Tξp (T
∗
p M )−→ Tp M .
Definimos a 1-forma tautológica α ∈Ω1(T ∗M ) por,
αξp (v ) := ξ(D pr(ξp )(v )), ξ ∈ T
∗M , v ∈ Tξp (T
∗M ). (1.1)
A partir disso, definimos a 2-forma canônicaωcan ∈Ω2(T ∗M ), por
ωcan := −dα. (1.2)
Proposição 1.1. A 2-formaωcan ∈Ω2(T ∗M ) é uma forma simplética.
Demonstração: De (1.2) segue que ωcan é fechada. Vejamos que ωcan é não-degenerada.
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Considere coordenadas (x1, · · · , xn ) em M . Isto induz coordenadas locais (x1, · · · , xn ,ξ1, · · · ,ξn )





ξ j d x j (p ).






















ξ j d x j .
Localmente α =
∑n
j=1 (a j d x j ) +
∑n
j=1 (b j dξ j ), onde a j , b j ∈ C


























































= ξ j (ξp ).
Ou seja, ξ j = α j , para todo j = 1, · · · , n . De modo análogo, temos que β j = 0, para todo











d x j ∧dξ j .
Ou seja, localmente, ωcan é a forma simplética canônica em R2n . Portanto ωcan é uma
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forma simplética em T ∗M . 
Seja M uma variedade diferenciável. Denotamos por Ωk (M ) o espaço das k -formas
em M . Dado um campo de vetores X ∈X(M ) temos os seguintes operadores:
1. Contração:
ıX : Ω
k (M ) −→ Ωk−1(M )
η 7−→ η(X , ·, · · · , ·)
2. Derivada de Lie: Seja ϕt : M →M o fluxo de X , para t ∈ (−ε,ε), com ε suficiente-
mente pequeno. Então,
LX : Ω









A derivada de Lie e o operador de contração estão relacionados através da Fórmula de
Cartan:
LXη= d (ıXη) + ıX (dη). (1.3)
Para uma demonstração da fórmula de Cartan veja [23].
Exemplo 1.5 (Órbitas Coadjuntas). Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. A repre-
sentação coadjunta de G em g∗ é dada por
k : G −→ GL(g∗)
g 7→ kg : g∗ −→ g∗
ξ 7→ (Adg −1)∗ ◦ξ,
Seja ξ ∈ g∗ e considere Oξ a órbita coadjunta que passa por ξ. Então,
TξOξ =

ad∗uξ; u ∈ g
	
.
De fato, sejam ξ ∈ g∗ e u ∈ g. Considere a seguinte aplicação
ξ(t ) = kg (t )(ξ),
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sendo, g : [0, 1]→ G tal que g (0) = e ∈ G e g ′(0) = u . Então ξ(t ) é uma curva em Oξ que














〈ξ,Adg −1(t )(v )〉.
Logo,
〈ξ′(0), v 〉=−〈ξ, adu (v )〉=−〈ad∗u (ξ), v 〉
para todo v ∈ g. Portanto ξ′(0) =−ad∗u (ξ) e segue que
TξOξ = {ad∗uξ; u ∈ g}.





v (ξ)) = 〈ξ, [u , v ]〉. (1.4)
Desta maneira, obtemos uma 2-forma em Oξ.





v (δ)) = 〈δ, [u , v ]〉.
Demonstração: Para todo u ∈ g e δ ∈ g∗ temos a representação coadjunta de g em g∗
ad∗ : g −→ End(g∗)
u 7−→ ad∗u : g
∗ −→ g∗
δ 7−→ δ ◦adu .
Vamos verificar que ω ∈ Ω2(Oξ) é suave. Observe que ω é invariante por tranformações
coadjuntas. De fato, sejam u , v ∈ g e δ ∈ g∗, como a ação adjunta Adg : g → g preserva
colchetes de Lie, então
〈Ad∗g −1(δ), [Adg (u ),Adg (v )]〉= 〈Ad
∗
g −1(δ),Adg [u , v ]〉= 〈δ[u , v ]〉.
Além disso, estas ações são transitivas em Oξ. Ou seja,ω ∈Ω2(Oξ) é suave.
Precisamos verificar queω está bem-definida, pois ad∗u : g








v̄ (δ) ∈ g
∗,
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tais que
ad∗u (δ) = ad
∗
ū (δ) e ad
∗
























v (δ)) = 0,
então, de (1.4), temos
〈δ, [u , v ]〉= 0.
Mas,
〈δ, [u , v ]〉= 〈δ, adu v 〉=δ ◦adu (v ) = ad∗u (δ)(v )
para todo v ∈ g, ou seja, ad∗u (δ) = 0. Portanto,ω é não-degenerada.
Finalmenteω é fechada. Para u ∈ g arbitrário, temos que d u define uma 1-forma em
g∗, tal que, para quaisquer η ∈ g∗ e δ ∈ g∗, temos,




v (δ)) = ad
∗
v (δ)(u ) = (δ ◦adv )(u ) =δ(adv (u )) = (1.5)








v (δ)) = 〈δ, [u , v ]〉. (1.6)
Ou seja, de (1.5) e (1.6), segue que
ıad∗uω=−d u .
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E com isso temos que ıad∗uω é exata. Então d (ıad∗uω) = 0. Pela fórmula de Cartan, segue que
ıad∗u dω=Lad∗uω−d (ıad∗uω) = 0.
Isto é, para cada u , w ∈ g temos que d (ω(ad∗u , w )) = 0, ou seja, dω= 0. Portanto,ω é uma
2-forma fechada e temos queω é uma forma simplética em Oξ. 
1.2 Simplectomorfismos
Nesta seção introduzimos o conceito de morfismo entre variedades simpléticas.
Definição 1.2. Sejam (M1,ω1), (M2,ω2) duas variedades simpléticas da mesma dimensão.
Um difeomorfismo ϕ : M1 → M2 é um simplectomorfismo entre (M1,ω1) e (M2,ω2) se
ϕ∗ω2 =ω1. Isto é, para cada p ∈M1 e u , v ∈ Tp M1,
(ω2)ϕ(p )(Dϕ(p )u , Dϕ(p )v ) = (ω1)p (u , v ).
Sejam M1, M2 variedades diferenciáveis. O objetivo do próximo resultado é mostrar
como um difeomorfismo entre variedades diferenciáveis induz um simplectomorfismo
entre os fibrados cotangentes correspondentes. Para isto, considere ϕ : M1 → M2 um
difeomorfismo. O levantamento cotangente de ϕ é a aplicação
ϕ̂ := (Dϕ−1)∗ : T ∗M1→ T ∗M2.











comuta, onde pr j : T
∗M j →M j , j = 1, 2, são as projeções canônicas.
Proposição 1.3. Sejam α1,α2 as formas tautológicas em T ∗M1 e T ∗M2, respectivamente.
Então
ϕ̂∗α2 =α1.
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Demonstração: Sejam pj ∈M j e ξ j ∈ T ∗M j , j = 1, 2. Sabemos de (1.1) que
(α j )(ξ j )pj = ξ j (D pr j (ξ j )pj )














= ξ2(D (pr2 ◦ ϕ̂)(ξ1)(v ))








Sejaω j = −dα j ∈ Ω2(T ∗M j ), a 2-forma canônica em T ∗M j , j = 1, 2. O seguinte resul-
tado é consequência imediata da proposição anterior.
Corolário 1.4. O difeomorfismo ϕ̂ : T ∗M1→ T ∗M2 é um simplectomorfismo.
Demonstração: Basta observar que
ϕ̂∗ω2 = ϕ̂







Diremos que (V ,Ω) é um espaço vetorial simplético quando V é um R-espaço vetorial
munido de uma forma R-bilinear Ω que é anti-simétrica e não-degenerada. Considere
W ⊆V um subespaço vetorial. O ortogonal simplético de W é o conjunto,
W Ω := {u ∈V |Ω(u , v ) = 0, v ∈W } .
Diremos que W é um subespaço:
1. Simplético se W ∩W Ω = {0};
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2. Isotrópico se W ⊆W Ω;
3. Coisotrópico se W Ω ⊆W ;
4. Lagrangiano se W =W Ω.
Observação 1.2. Se W é um subespaço isotrópico de V , então dimW ≤ 1
2
dimV . Com
isto, subespaços lagrangianos são subespaços isotrópicos de dimensão máxima.
Definição 1.3. Seja (M ,ω) uma variedade simplética. Uma subvariedade N ,→M é dita
lagrangiana (respectivamente simplética, isotrópica e coisotrópica) se, para todo p ∈N , Tp N
é um subespaço lagrangiano (respectivamente simplético, isotrópico e coisotrópico) de
(Tp M ,ωp ).
Para os próximos exemplos vamos considerar o fibrado cotangente munido da estru-
tura simplética definida pela fórmula (1.2).
Exemplo 1.6. Considere a seção nula Z do fibrado cotangente T ∗M definida da seguinte
forma
Z : M −→ T ∗M
p 7→ (p , 0p ).
Vejamos que a imagem de Z é uma subvariedade lagrangiana de T ∗M . De fato, sabemos





d x j ∧dξ j ,
como cada ξ j = 0 em Z , segue que ωcan|Z = 0. Além disso, como os pontos em Z são da
forma (p , 0p ), então, dimZ = dimM =
1
2
dim(T ∗M ). Portanto, Z é subvariedade lagrangi-
ana de T ∗M .
Exemplo 1.7. Cada fibra T ∗p M do fibrado cotangente T
∗M é uma subvariedade lagrangi-
ana de T ∗M . De fato, temos que dim(T ∗p M ) = dimM =
1
2
dim(T ∗M ). Vejamos queωcan|T ∗p M =





d x j ∧dξ j .
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Como p ∈ M está fixado, então as coordenadas x j , em T ∗p M , para todo j = 1, · · · , n , são
constantes. Logo d x j |T ∗p M = 0, daí,ωcan|T ∗p M = 0. Portanto, cada fibra T
∗
p M de T
∗M é uma
subvariedade lagrangiana de T ∗M .
Exemplo 1.8. Sejam M uma variedade diferenciável de dimensão n e N ,→M uma sub-
variedade de dimensão k . Então o fibrado conormal de N , definido por,
C ∗N =
¦
(p ,ξ) ∈ T ∗M | p ∈M ,ξ ∈ T ∗p M e ξ|Tp N = 0
©
é uma subvariedade lagrangiana de (T ∗M ,ωcan). De fato, tome coordenadas locais (x1, · · · , xn )
em M tais que (x1, · · · , xk ) são coordenadas induzidas em N e (x1, · · · , xn ,ξ1, · · · ,ξn ) são co-
ordenadas induzidas em T ∗M . Da definição de C ∗N , temos que (x1, · · · , xk ,ξk+1, · · · ,ξn )
são as coordenadas induzidas em C ∗N . Então, dim(C ∗N ) = dimM = 1
2
dim(T ∗M ). Veja-






ξ j d x j
então claramente α|C ∗N = 0. Portanto, C ∗N é uma subvariedade lagrangiana de T ∗M .
Sejam (M1,ω1) e (M2,ω2) duas variedades simpléticas. O próximo resultado nos dá
uma condição para verificar quando um difeomorfismo ϕ : (M1,ω1) → (M2,ω2) é um
simplectomorfismo.
Proposição 1.5. Sejam (M1,ω1), e (M2,ω2) duas variedades simpléticas. Um difeomor-
fismoϕ : M1→M2 é um simplectomorfismo se, e somente se, Graf(ϕ) :=

(p ,ϕ(p )) | p ∈M1
	
é uma subvariedade lagrangiana de M1×M 2, onde M 2 está munida da forma simplética
(−ω2).
Demonstração: Vejamos que Graf(ϕ) ⊂M1×M 2 é subvariedade lagrangiana. Note que








T(p ,ϕ(p ))Graf(ϕ) =Graf(Dϕ(p ))⊂ Tp M1×Tϕ(p )M 2.
Para mostrar que Graf(ϕ)é isotrópico considere (u , Dϕ(p )u ), (v, Dϕ(p )v ) ∈ T(p ,ϕ(p ))Graf(ϕ).
Então,
ω(p ,ϕ(p ))(u , Dϕ(p )u ), (v, Dϕ(p )v ) = (ω1)p (u , v )− (ω2)ϕ(p )(Dϕ(p )u , Dϕ(p )v )
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Daí,ω|Graf(ϕ) = 0 se, e somente se, ϕ∗ω2 =ω1. 
1.4 Espaços G -Hamiltonianos
1.4.1 Ações Hamiltonianas
Definição 1.4. Sejam (M ,ω) uma variedade simplética eψ : G ×M →M uma ação suave
de um grupo de Lie G em M . Diremos queψ é uma ação simplética, se para todo g ∈G ,
ψg : M →M , p 7→ψ(g , p ), é um simplectomorfismo.
Se g é a álgebra de Lie de G e u ∈ g, considere uM ∈ X(M ) o gerador infinitesimal
















pois a ação de G em M é simplética. Além disso, comoω é fechada, segue da fórmula de
Cartan que
0=LuM (ω) = d (ıuMω).
Ou seja, para cada u ∈ g, a 1-forma ıuMω ∈ Ω
1(M ) é fechada. Estamos interessados em
encontrar primitivas de ıuMω. A seguinte definição aponta nesta direção.
Definição 1.5. Dizemos que a ação simpléticaψ : G ×M →M é uma ação Hamiltoniana
se existe uma aplicação, que chamaremos de aplicação momento, µ : M → g∗ que satifaz:












2. Para cada u ∈ g a função
µu : M −→R
p 7−→µ(p )(u )
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satifaz dµu = ıuMω.
Neste caso (M ,ω,G ,µ) é denominado um espaço G -Hamiltoniano.
Definição 1.6. Sejam (M ,ω) uma variedade simplética e f ∈C∞(M ). O campo Hamilto-
niano de f é o único campo de vetores X f ∈X(M ) tal que
ıX fω= d f . (1.7)
Observação 1.3. Pode-se mostrar, pela não-degenerescência de ω, que X f está bem-
definido.
Observação 1.4. Para todo X ∈X(M ), segue de (1.7) que
ω(X f , X ) = ıX fω(X ) = d f (X ) = X ( f ) =LX ( f ). (1.8)
Observação 1.5. Se (M ,ω,G ,µ) é um espaço G -Hamiltoniano, para cada u ∈ g o campo
uM ∈X(M ) é o campo Hamiltoniano de µu ∈C∞(M ).
Exemplo 1.9. Seja (M ,ω,G ,µ) um espaço G -Hamiltoniano. Denote por ψg : M →M a
ação Hamiltoniana de G em M . Sabemos que (M ×M ,Ω), onde Ω = pr∗1ω−pr
∗
2ω, é uma
variedade simplética. Então, se g ∈G , a aplicação
Φg : M ×M −→ M ×M
(p , q ) 7−→ (ψg (p ),ψg (q )),
define uma ação Hamiltoniana de G em M ×M , com a seguinte aplicação momento:
J : M ×M −→ g∗
(p , q ) 7−→ µ(p )−µ(q ).
1.4.2 Redução Simplética
Nesta seção estamos interessados em construir quocientes na categoria de variedades
simpléticas. Para tal, vamos considerar um espaço G -Hamiltoniano (M ,ω,G ,µ), com
ação Hamiltonianaψg : M →M , g ∈G . Para demonstrar tal fato, precisamos de alguns
resultados:
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Lema 1.6. Suponha que 0 ∈ g∗ é um valor regular de µ e que G age livremente em µ−1(0).
Então Tpµ
−1(0) = (TpOp )ω, onde Op ⊂M é a órbita que passa pelo ponto p ∈µ−1(0).
Demonstração: Como a ação de G em M é livre, então TpOp = {uM (p ) | u ∈ g}. Logo





= 0 para cada u ∈ g,
⇔ ω(uM (p ), v ) = 0
⇔ v ∈ (TpOp )ω
Portanto,
(TpOp )ω = Tpµ−1(0).

Lema 1.7. Seja (V ,Ω) um espaço vetorial simplético e W ⊂ V um subespaço isotrópico.
Então Ω induz uma estrutura simplética canônica Ωred em W
Ω/W .
Demonstração: Sejam [u ], [v ] ∈W Ω/W . Defina,
Ωred([u ], [v ]) =Ω(u , v ).
Vamos mostrar que Ωred está bem-definida. Para tal, observe que para cada w1, w2 ∈W ,
Ω(u +w1, v +w2) = Ω(u , v ) +Ω(u , w2) +Ω(w1, v ) +Ω(w1, w2)
= Ω(u , v )
pois Ω(u , w2) =Ω(w1, v ) =Ω(w1, w2) = 0, já que u , v ∈W Ω, w1, w2 ∈W e w1, w2 ∈ [0].
Falta mostrar que Ωred é não-degenerada. Suponha que
Ωred([u ], [v ]) = 0, [u ] ∈W Ω/W .
Queremos mostrar que [v ] = [0]. Mas
Ω(u , v ) =Ωred([u ], [v ]) = 0,
Segue da não-degenerescência de Ω que [v ] = [0]. 
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Feito isso, podemos agora dar uma demonstração para o teorema a seguir, devido a
Marsden, Weinstein e Meyer.
Teorema 1.8 (Redução Simplética. [19],[17]). Seja (M ,ω,G ,µ)um espaço G -Hamiltoniano
para um grupo de Lie G compacto. Suponha que 0 ∈ g∗ é valor regular de µ. Seja ı :
µ−1(0) ,→M a inclusão canônica. Assuma que G age livremente em µ−1(0). Então,
1. O espaço de órbitas Mred =µ−1(0)/G é uma variedade diferenciável;
2. Existe uma única forma simpléticaωred em Mred tal que,
ı ∗ω= pr∗ωred.
Demonstração:
1. Como 0 ∈ g∗ é valor regular de µ : M → g∗, então µ−1(0) é uma subvariedade de M .
Além disso, a ação de G em µ−1(0) é livre e G é compacto, daí,
Mred =µ
−1(0)/G
é uma variedade diferenciável. Para tal fato, consulte [6], Teorema 23.4.
2. Vamos mostrar que TpOp é subespaço isotrópico de Tp M . Sejam uM (p ), vM (p ) ∈
TpOp quaisquer, então,
ωp (uM (p ), vM (p )) =µ
[u ,v ](p ) =


µ(p ), [u , v ]

= 0.
Portanto,ωp |TpOp = 0, ou seja, TpOp ⊂ (TpOp )
ω = Tpµ−1(0). Segue do Lema (1.7), que
existeωred em (Tpµ−1(0))/(TpOp ) não-degenerada. No ponto [p ] ∈Mred temos que
T[p ]Mred ' (Tpµ−1(0))/(TpOp ).
Vejamos que vale ı ∗ω= pr∗ωred. Sejam p ∈µ−1(0) e u , v ∈ Tpµ−1(0), então,
(ı ∗ω)p (u , v ) =ωp
 
D ı (p )(u ), D ı (p )(v )

=ωp (u , v ).
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Por outro lado,
(pr∗ωred)p (u , v ) = ωred[p ]
 
D pr(p )(u ), D pr(p )(v )

= ωred[p ]([u ], [v ])
= ωp (u , v )
Portanto,
ı ∗ω= pr∗ωred.
Falta mostrar que ωred é fechada. Mas isso segue de ı
∗ω = pr∗ωred, e do fato de
pr∗ :Ω2(Mred)→Ω2(µ−1(0)) ser injetora, pois
pr∗(dωred) = d (pr
∗ωred) = d (ı
∗ω) = ı ∗(dω) = 0.

Definição 1.7. A variedade simplética (Mred,ωred) é chamada o quociente de Marsden-
Weinstein de (M ,ω) com respeito a (G ,µ).
Este resultado nos dá um método para achar novas variedades simpléticas a partir de
variedades simpléticas conhecidas. Vejamos um exemplo.





d z j ∧d z̄ j =
∑
d x j ∧d yj .




r j d r j ∧dθ j .
O grupo S1 age em (Cn ,ω0) via
ψexp(i t )(z ) = exp(i t )z .
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Considere a aplicação µ : Cn → R, dada por µ(z ) = − |z |
2
2
. Como S1 é abeliano, a ação
coadjunta é trivial. Além disso, µ é invariante por rotação. Segue que
µ ◦ψt =µ, t ∈R.


























d r j .
Por outro lado































E com isso temos que
Mred = S2n−1/S1 =CPn−1.
Pode-se mostrar que,
ωred =ωFS,
onde (ωFS)[z ] =
i
2
∂ ∂̄ log(|z |2) é a 2-forma de Fubini-Study em CPn−1, para tal consulte [6].
Capítulo 2
Grupoides e Algebroides de Lie
Neste capítulo introduzimos o conceito de grupoides de Lie e suas versões infinitesimais,
isto é, algebroides de Lie. Construímos o funtor de Lie entre a categoria de grupoides de
Lie e a categoria de algebroides de Lie. Finalizamos este capítulo com alguns resultados
sobre integração de algebroides de Lie.
2.1 Grupoides de Lie
Definição 2.1. Um grupoide sobre um conjunto de pontos M é um conjunto G , munido
de aplicações estruturais s , t : G →M (source, target), um produto parcialmente definido
m : G(2)→ G , onde G(2) =

(g , h ) ∈ G ×G | s (g ) = t (h )
	
, uma seção identidade ε : M → G e
uma inversão ı : G → G , satisfazendo as seguintes propriedades:
1. (g ·h ) ·k = g · (h ·k );
2. s (g ·h ) = s (h ) e t (g ·h ) = t (g );
3. ε(t (g )) · g = g = g · ε(s (g ));
4. g · ı (g ) = ε(t (g ))
5. ı (g ) · g = ε(s (g ));
Em geral, escrevemos ı (g ) = g −1.
Diremos que G é o conjunto das flechas e que M é o conjunto dos pontos de base, ou
simplesmente, base do grupoide G . Denotaremos um grupoide G sobre um conjunto M
por G ⇒ M .
21
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Exemplo 2.1. Um grupo G é um grupoide sobre um conjunto unitário M = {p}. Neste
caso as aplicações source e target são constantes, a multiplicação m (g , h ) = g ·h é a mul-
tiplicação do grupo G , ε(p ) = e ∈G é a identidade do grupo G e ı (g ) = g −1 é a inversão do
grupo G .
Exemplo 2.2. O grupoide trivial M ⇒ M .
• As aplicações source e target são s , t = IdM : M →M .
• O produto é definido da seguinte maneira,
m (p , p ) := p .
• A seção identidade é,
ε : M −→ M
p 7−→ p .
• A inversão é,
ı : M −→ M
p 7−→ p .
Exemplo 2.3. O grupoide do par M ×M ⇒ M .
• As aplicações source e target são:
s : M ×M −→ M
(p , q ) 7−→ p .
e
t : M ×M −→ M
(p , q ) 7−→ q .
• Como (M ×M )(2) =

(p1, q1), (p2, q2) ∈M ×M | p1 = q2
	
, definimos o produto da se-
guinte maneira,
m ((q , p2), (p1, q )) := (p1, p2).
• A seção identidade é,
ε : M −→ M ×M
p 7−→ (p , p ).
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• A inversão é,
ı : M ×M −→ M ×M
(p , q ) 7−→ (q , p ).
Exemplo 2.4. O grupoide fundamental Π(M )⇒ M ,
Π(M ) = {[α] |α : [0, 1]→M } .
onde cada [α] é uma classe de homotopia de uma curva α : [0, 1]→M com extremos fixos.
• As aplicações source e target são,
s : Π(M ) −→ M
[α] 7−→ α(0)
e
t : Π(M ) −→ M
[α] 7−→ α(1).
• Temos que (Π(M ))(2) =

([α], [β ]) ∈Π(M )×Π(M ) |α(0) =β (1)
	
. A multiplicação é
[α] · [β ] := [α ·β ],
onde α ·β é a curva obtida através da concatenação de caminhos.
• A seção identidade é
ε : M −→ Π(M )
p 7−→ [p ],
onde [p ] é a classe de homotopia do laço constante
• A inversão é
ı : Π(M ) −→ Π(M )
[α] 7−→ [α−1],
onde α−1(r ) =α(1− r ), r ∈ [0, 1].
Agora, apresentamos o conceito de morfismo entre grupoides. Se G ⇒ M ,H ⇒ N
são dois grupoides, denotamos por s , t , m ,ε, ı as aplicações estruturais em G ,H , quando
não houver ambiguidade.
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Definição 2.2. Um morfismo entre grupoides é dado por aplicaçõesΦ : G →H eϕ : M →
N tais que, para cada g , g1, g2 ∈ G , com s (g1) = t (g2)
1. ϕ(s (g )) = s (Φ(g ));
2. ϕ(t (g )) = t (Φ(g ));
3. Φ(ε(s (g ))) = ε(ϕ(s (g )));
4. Φ(g1 · g2) =Φ(g1) ·Φ(g2).
Neste caso, é comum dizer que Φ : G → H é um morfismo de grupoides cobrindo
ϕ : M →N .
Exemplo 2.5. A aplicação
s × t : Π(M ) −→M ×M
[α] 7−→ (α(0),α(1))
é um morfismo de grupoides entre o grupoide fundamental e o grupoide do par. Explicita-
mente Φ= s × t , onde s , t :Π(M )→M , são o source e o target em Π(M ), respectivamente,
e ϕ = IdM .
Observação 2.1. É importante observar que s × t é um morfismo de grupoides quando
trocamos Π(M ) por um grupoide G qualquer.
A partir de agora estaremos interessados no caso em que G e M são variedades dife-
renciáveis.
Definição 2.3. Um grupoide de Lie é um grupoide G ⇒ M , onde G e M são variedades
diferenciáveis, as aplicações estruturais são diferenciáveis e s , t : G →M são submersões
sobrejetoras de G em M .
Observação 2.2. A condição de s , t : G →M serem submersões sobrejetoras garante que
G(2) ⊂ G ×G é uma subvariedade de G ×G . Portanto, requerer que m : G(2)→ G seja suave
faz sentido.
Exemplo 2.6. Um grupo de Lie G é exatamente um grupoide de Lie cuja base é um con-
junto unitário.
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Exemplo 2.7. Se M é uma variedade diferenciável, o grupoide do par M ×M ⇒ M é um
grupoide de Lie.
Exemplo 2.8. Seja M uma variedade diferenciável. Então o fibrado cotangente T ∗M tem
estrutura de grupoide de Lie sobre M , definida da seguinte maneira:
• As aplicações source e target são dadas pela projeção canônica pr : T ∗M →M .
• Como (T ∗M )(2) =

((p1,ξ1), (p2,ξ2)) ∈ T ∗M ×T ∗M | p1 = p2
	
, definimos a multiplica-
ção em T ∗M da seguinte forma
m ((p ,ξ1), (p ,ξ2)) := (p ,ξ1+ξ2).
• A seção identidade é
ε : M −→ T ∗M
p 7−→ (p , 0p ).
• A inversão é
ı : T ∗M −→ T ∗M
(p ,ξ) 7−→ (p ,−ξ).
Exemplo 2.9 (Grupoide de transformação). Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade
diferenciável. Considere uma açãoψ : G×M →M de G em M . Então G×M é um grupoide
de Lie sobre M com a seguinte estrutura:
• Considere o source da seguinte maneira:
s : G ×M −→ M
(g , p ) 7−→ p
e o target
t : G ×M −→ M
(g , p ) 7−→ ψg (p ).
• Como (G ×M )(2) =

((g1, p1), (g2, p2)) ∈ (G ×M )× (G ×M ) | p1 =ψg2(p2)
	
, então,
m ((g1,ψg2(p )), (g2, p )) := (g1 · g2, p ).
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• A seção identidade é
ε : M −→ G ×M
p 7−→ (e , p ).
• A inversão é
ı : G ×M −→ G ×M
(g , p ) 7−→ (g −1,ψg (p )).
Exemplo 2.10. No exemplo anterior, se M = g∗ e a ação de G em M é pela ação coadjunta
obtemos um grupoide de Lie G × g∗⇒ g∗.
Exemplo 2.11. Seja M uma variedade diferenciável. Então o grupoide fundamental é um
grupoide de Lie. De fato, como s × t : Π(M ) −→M ×M é um recobrimento diferenciável
de Π(M ), então Π(M ) admite estrutura de variedade diferenciável, que torna Π(M ) um
grupoide de Lie.
Definição 2.4. Um morfismo entre grupoides de Lie G ⇒ M ,H ⇒ N , é um morfismo
entre grupoides, Φ : G →H cobrindoϕ : M →N , ondeΦ eϕ são aplicações diferenciáveis.
Exemplo 2.12. Se M é uma variedade diferenciável, então s × t :Π(M )−→M ×M é mor-
fismo de grupoides de Lie.
2.2 Algebroides de Lie
Nesta seção introduzimos o conceito de algebroide de Lie e apresentamos alguns exem-
plos.
Definição 2.5. Um algebroide de Lie sobre uma variedade M é uma tripla (A,ρ, [·, ·]A),
onde A → M é um fibrado vetorial, ρ : A → T M é um morfismo de fibrados (aplicação
âncora) e [·, ·]A é um colchete de Lie no espaço de seções Γ (A) de A, tais que vale a regra de
Leibniz,
[a , f · b ]A = f · [a , b ]A +Lρ(a )( f ) · b ,
para cada a , b ∈ Γ (A) e f ∈C∞(M ).
Proposição 2.1. Seja (A,ρ, [·, ·]A) um algebroide de Lie sobre M . Então a âncora ρ : A →
T M preserva colchetes, isto é, para cada a , b ∈ Γ (A) tem-se
ρ[a , b ]A = [ρ(a ),ρ(b )],
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onde o colchete do lado direito é o colchete de Lie de campos vetoriais em M .
Demonstração: Sejam a , b , c ∈ A e f ∈C∞(M ). Sabemos que
ρ[a , b ]A( f ) =Lρ[a ,b ]A ( f ) (2.1)
e
[ρ(a ),ρ(b )]( f ) =Lρ(a )(Lρ(b )( f ))−Lρ(b )(Lρ(a )( f )) (2.2)
Daí, pela identidade de Jacobi e regra de Leibniz:
0 = [[a , b ]A, f · c ]A + [[b , f · c ]A, a ]A + [[ f · c , a ]A, b ]A
= f · [[a , b ]A, c ]A +Lρ[a ,b ]A ( f ) · c + [ f · [b , c ]A, a ]A + [Lρ(b )( f ) · c , a ]A
− f · [[a , c ]A, b ]A − [Lρ(a )( f ) · c , b ]A
= f · [[a , b ]A, c ]A +Lρ[a ,b ]A ( f ) · c − f · [a , [b , c ]A]A −Lρ(a )( f ) · [b , c ]A
− Lρ(b )( f ) · [a , c ]A −Lρ(a )(Lρ(b )( f )) · c + f · [b , [a , c ]A]A −Lρ(b )( f ) · [a , c ]A
+ Lρ(a )( f ) · [b , c ]A +Lρ(b )(Lρ(a )( f )) · c
= Lρ[a ,b ]A ( f ) · c − (Lρ(a )(Lρ(b )( f )) · c −Lρ(b )(Lρ(a )( f )) · c ).
Como a , b , c e f são arbitrários, segue, de (2.1) e (2.2), que
ρ[a , b ]A = [ρ(a ),ρ(b )].

Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 2.13. Uma álgebra de Lie é exatamente um algebroide de Lie sobre um ponto.
Exemplo 2.14 (Algebroide canônico). Seja M uma variedade diferenciável, então o fi-
brado tangente T M → M é um algebroide de Lie: a âncora é a aplicação identidade,
IdT M : T M → T M e o colchete de Lie é o colchete de Lie usual para campos vetoriais em
M .
Definição 2.6. Sejam (A1,ρ1, [·, ·]A1) e (A2,ρ2, [·, ·]A2) algebroides de Lie sobre a mesma vari-
edade base M . Um morfismo entre algebroides de Lie é um morfismo de fibrados vetoriais
Ψ : A1→ A2 tal que:
1. ρ2 ◦Ψ =ρ1;
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2. se a , b ∈ A1, então Ψ[a , b ]A1 = [Ψ(a ),Ψ(b )]A2 .
Um isomorfismo de algebroides de Lie é um morfismo de algebroides de Lie que é
invertível.
Observação 2.3. Existe o conceito de morfismo entre algebroides de Lie sobre bases dis-
tintas, para tal consulte [22]. Porém, neste trabalho é suficiente estudar morfismos entre
algebroides de Lie sobre a mesma base e cobrindo a identidade.
2.3 O funtor de Lie
2.3.1 O algebroide de Lie de um grupoide de Lie
Seja G ⇒ M um grupoide de Lie, com source s e target t . Para todo g ∈ G , com s (g ) = p
e t (g ) = q , a translação à direita pelo elemento g é definida por
Rg : s
−1(q ) −→ s−1(p )
h 7−→ h · g .
Um campo vetorial X em G é invariante à direita se X é tangente às s -fibras e
Xh ·g =D Rg(h )Xh ,
para cada g ∈ G , com h ∈ s−1(t (g )). O conjunto dos campos invariantes à direita será
denotado por XR (G ). Como s : G →M é uma submersão sobrejetora, temos
Tg s
−1(s (g )) = ker D s (g ), g ∈ G .
Em particular, se p ∈M , tem-se
Tp s
−1(p ) = ker D s (p ).
Observe que, campos invariantes à direita em G estão completamente determinados
pela sua restrição à seção identidade M −→ G . De fato,
Xg = X t (g )·g =D Rg(t (g ))X t (g ).
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Portanto, podemos identificar campos invariantes à direita em G com as seções do fi-
brado vetorial ker D s |M →M . Considere o fibrado vetorial sobre M
A(G ) := ker D s |M .
Nosso próximo passo é definir uma estrutura de algebroide de Lie em A(G ). Para cada
a ∈ Γ (A(G )), considere o campo de vetores em G dado por:
a rg :=D Rg(t (g ))at (g ), g ∈ G
Vejamos que a r é um campo invariante à direita em G . De fato, sejam g , h ∈ G tais que
s (h ) = t (g ), então
DRg(h )a
r
h = D Rg(h )D Rh(t (h ))at (h )
= D (Rg ◦Rh)(t (h ))at (h )
= D (Rh·g)(t (h · g ))at (h ·g )
= a rh ·g .
Com isto, temos uma aplicação R-linear
F : Γ (A(G )) −→ XR (G )
a 7−→ a r .
Vejamos que F : Γ (A(G )) → XR (G ) é bijetora. Para mostrar que F é injetora considere
a ∈ ker F, então,
a r = 0.
Isto é, D Rg(t (g ))at (g ) = 0, para todo g ∈ G . Como Rg : s−1(t (g ))→ s−1(s (g )) é um isomor-
fismo, segue que at (g ) = 0, para todo g ∈ G . Portanto a = 0 e com isto temos que F é
injetora. Vejamos que F é sobrejetora. Seja X ∈XR (G ), então
Xg = X t (g )·g =D Rg(t (g ))X t (g ) g ∈ G .
Vejamos que X = a r , para algum a ∈ Γ (A(G )). Defina,
a : M −→ A(G )
p 7−→ Xp .
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Então, Xg = D Rg(t (g ))X t (g ) = D Rg(t (g ))at (g ) = a rg . Portanto, F é sobrejetora. Com isto,
temos um isomorfismo,
Γ (A(G ))'XR (G ).
Analogamente ao caso de grupos de Lie, temos que XR (G ) é fechado com respeito ao col-
chete de Lie de campos vetoriais. Daí, o isomorfismo XR (G )' Γ (A(G )) induz um colchete
de Lie em Γ (A(G )).
Definição 2.7. Dados a , b ∈ Γ (A(G )), definimos o colchete de Lie em A(G ) por
[a , b ]rA(G ) := [a
r , b r ].
Com esta definição temos um colchete de Lie em seções de A(G ). O próximo resultado
nos garante a existência da âncora ρ : Γ (A(G ))→ T M .
Proposição 2.2. A aplicação
ρ : Γ (A(G ))−→ T M ,
obtida pela restrição de D t : T G → T M a A(G ) = ker D s |M ⊂ T G satisfaz a regra de Leib-
niz. Isto é, se a , b ∈ Γ (A(G )) e f ∈C∞(M )
[a , f · b ]A(G ) = f · [a , b ]A(G )+Lρ(a )( f ) · b .
Demonstração: Sejam b ∈ Γ (A(G )) e p ∈M arbitrários, então, se f ∈C∞(M )
( f · b )r (p ) = f (p ) · b rp = f (t (p )) · b
r
p = ( f ◦ t )(p ) · b
r
p = ( f ◦ t ) · b
r (p ).
Ou seja,
( f · b )r = ( f ◦ t ) · b r . (2.3)
Além disso, sejam a , b ∈ Γ (A(G )) e f ∈C∞(M ), então
La r ( f ◦ t )(g ) = D ( f ◦ t )(g )(a rg )
= D ( f (t (g )))D (g )(t (g ))(a rg )
= D (t (g ))( f (t (g )))ρ(a rg ) (2.4)
= Lρ(a rg )( f (t (g ))) =Lρ(a r )( f ◦ t )(g ).
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Segue das igualdades (2.3) e (2.4), que
[a , f · b ]rA(G ) = [a
r , ( f · b )r ] = [a r , ( f ◦ t ) · b r ]
= ( f ◦ t ) · [a r , b r ] +La r ( f ◦ t ) · b r
= ( f ◦ t ) · [a r , b r ] +Lρ(a r )( f · b )r
= ( f ◦ t ) · [a r , b r ] + [(ρ(a ))r , ( f · b )r ]





f · [a , b ]A(G )
r
+ (Lρ(a )( f · b ))r .

Definição 2.8. A tripla (A(G ),ρ, [·, ·]A(G )) é denominada o algebroide de Lie do grupoide de
Lie G . Denotaremos (A(G ),ρ, [·, ·]A(G )) simplesmente por A(G ).
Seja (A,ρ, [·, ·]A) um algebroide de Lie sobre M . Dizemos que A é integrável se existe
um grupoide de Lie G ⇒ M tal que
A ' A(G ).
2.3.2 O funtor de Lie em morfismos
Sejam G ,H grupoides de Lie sobre a mesma base M e Φ : G → H um morfismo de
grupoides de Lie cobrindo a identidade. Para todo g ∈ G ,
DΦ(g ) : Tg G −→ TΦ(g )H .
Como Φ ◦ ε = ε segue que,
DΦ(p ) : Tp G −→ Tp H .
Por outro lado, da identidade sH ◦Φ= sG , segue que
D sH (p ) ◦DΦ(p ) =D sG (p ).
Como consequência, a derivada DΦ(g ) : Tg G −→ TΦ(g )H se restringe a um morfismo de
fibrados
A(Φ) : A(G )−→ A(H ).
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Explicitamente,
A(Φ)(ap ) =DΦ(p )ap .
Proposição 2.3. A(Φ) : A(G )→ A(H ) é um morfismo de algebroides de Lie.
Demonstração: Vejamos que A(Φ)(ap ) ∈ A(H ). Como ap ∈ ker(D s (p )), então,
D s (Φ(p ))DΦ(p )ap = D (sH ◦Φ)(p )ap
= D sG (p )ap
= 0.
Como A(Φ) : A(G )p → A(H )p é linear para cada p ∈M , segue que A(Φ) : A(G )→ A(H ) é
morfismo de fibrados. Vejamos agora que A(Φ) preserva âncoras, isto é,
ρA(H ) ◦A(Φ) =ρA(G ).
Para tal, lembre que ρA(G ) : A(G )→ T M é tal que ρG =D t |A(G ). Seja ap ∈ Γ (A(G )), então,
(ρA(H ) ◦DΦ)(p )(ap ) = D tH (Φ(p ))DΦ(p )(ap )
= D (tH ◦Φ)(p )(ap )
= D tG (p )(ap )
= ρA(G )(p )(ap )
Portanto, ρA(H ) ◦DΦ=ρA(G ).
Falta mostrar que A(Φ) : A(G )→ A(H )preserva colchetes. Como a ∈ Γ (A(G )), então ap
coincide com um campo vetorial invariante à direita em G . Vamos mostrar que DΦ(p )ap
também é um campo vetorial invariante à direita em Φ(G ). De fato,
D RΦ(g)(Φ(p ))DΦ(p )(ap ) = D (RΦ(g) ◦Φ)(p )(ap )
= D (Φ ◦RΦ(g))(p )(ap )
= D (g )D Rg(p )(ap )
= DΦ(g )ag .
Pois Φ ◦Rg = RΦ(g) ◦Φ. Vejamos que A(Φ) : A(G )→ A(H ) preserva colchetes. Observe
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que,
[ap , bp ]
r = [a rp , b
r
p ].
Logo, para p ∈M temos
DΦ(p )[ap , bp ]
r = DΦ(p )[a rp , b
r
p ]
= [DΦ(p )a rp , DΦ(p )b
r
p ]
= [(DΦ(p )ap )
r , (DΦ(p )bp )
r ]
= [(DΦ(p )ap ), (DΦ(p )bp )]
r .
Como DΦ(p )[ap , bp ]r = [(DΦ(p )ap ), (DΦ(p )bp )]r , então,
DΦ(p )[ap , bp ] = [(DΦ(p )ap ), (DΦ(p )bp )].
Ou seja, Φ : G →H induz um morfismo de algebroides de Lie
A(Φ) : A(G )−→ A(H ).

Observação 2.4. É possível definir o morfismo de algebroides de Lie A(Φ) : A(G )−→ A(H )
no caso em que G e H são grupoides de Lie sobre bases distintas. Para tal fato, consulte
[22].
Desta forma obtemos um funtor entre a categoria dos grupoides de Lie a categoria
dos algebroides de Lie, definido em objetos por:
G 7−→ A(G )
e em morfismo
(Φ : G →H ) 7−→ (A(Φ) : A(G )→ A(H )) .
2.4 Integração de algebroides de Lie
Finalizamos este capítulo com um resultado sobre integração de algebroides de Lie. Para
mais detalhes, incluindo demonstração, veja [5].
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Definição 2.9. Seja G ⇒ M um grupoide de Lie. Dizemos que G é s -simplesmente conexo
se as s -fibras de G são simplesmente conexas.
Observação 2.5. É importante observar que estamos assumindo as s -fibras e t -fibras
conexas.
Na seção anterior, vimos que existe um funtor F : G L →A L entre a categoria dos
grupoides de Lie e a categoria dos algebroides de Lie. Porém, este funtor não é uma
equivalência de categorias. Concretamente, existem algebroides de Lie não integráveis
(veja [5]). Porém, quando um algebroide de Lie é integrável, existe uma única integração
s -simplesmente conexa, conforme o próximo resultado.
Teorema 2.4. Seja G ⇒ M um grupoide de Lie com algebroide de Lie A(G ). Então existe um
único grupoide de Lie s -simplesmente conexo, a menos de isomorfismo, eG cujo algebroide
de Lie é A(G ).
Para uma demonstração deste resultado, veja [5].
Capítulo 3
Geometria de Poisson
Neste capítulo fizemos uma breve introdução às variedades de Poisson. Começamos de-
finindo estruturas e variedades de Poisson, apresentando alguns exemplos que serão im-
portantes posteriormente. Em seguida, definimos morfismos entre variedades de Pois-
son e discutimos alguns exemplos. Finalmente, mostramos o Teorema de Libermann
sobre a existência de uma estrutura de Poisson na base de uma submersão sobrejetora
cujo domínio é uma variedade simplética.
3.1 Estruturas de Poisson
Definição 3.1. Uma álgebra de Poisson é um par (A,{·, ·}), onde A é uma álgebra associ-
ativa munida de uma função R-bilinear, anti-simétrica
{·, ·} : A×A −→ A
( f , g ) 7−→ { f , g }
que satisfaz a regra de Leibniz,
{ f , g ·h}= { f , g } ·h + g · { f , h}
e a identidade de Jacobi,
{{ f , g }, h}+ {{g , h}, f }+ {{h , f }, g }= 0,
para cada f , g , h ∈ A.
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Definição 3.2. Uma variedade de Poisson é uma variedade diferenciável M tal que (C∞(M ),{·, ·})
é uma álgebra de Poisson.
Se (C∞(M ),{·, ·}) é uma álgebra de Poisson, diremos que {·, ·} é uma estrutura de Pois-
son em M . Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 3.1. Seja M uma variedade diferenciável. Então, { f , g } := 0, para cada f , g ∈
C∞(M ), define uma estrutura de Poisson em M .
Exemplo 3.2. Seja g uma álgebra de Lie de dimensão finita. Então o espaço dual g∗ herda
uma estrutura de Poisson definida da seguinte forma: se f , g ∈C∞(g∗), então
{ f , g } : g∗ −→ R
ξ 7−→ ξ([d f (ξ), d g (ξ)]).
Onde d f (ξ), d g (ξ) : g∗ → R são vistos como elementos de g∗∗ ' g. Esta estrutura é deno-
minado estrutura de Lie-Poisson em g∗. Vejamos que {·, ·} define uma estrutura de Poisson
em g∗.
Segue diretamente da definição que {·, ·} é R-bilinear, anti-simétrica e que satisfaz a
identidade de Jacobi. Para mostrar a regra de Leibniz, sejam f , g , h ∈ C∞(g∗) e ξ ∈ g∗,
então
{ f , g ·h}(ξ) = ξ([d f (ξ), d (g ·h )(ξ)])
= ξ([d f (ξ), (d g (ξ)) ·h + g · (d h (ξ))])
= ξ([d f (ξ), d g (ξ)] ·h + g · [d f (ξ), d h (ξ)])
= ({ f , g } ·h + g · { f , d h})(ξ).
Portanto, o par (g∗,{·, ·}) define uma variedade de Poisson.
Exemplo 3.3. Seja (M ,ω) uma variedade simplética. Definimos, para cada f , g ∈C∞(M )
{ f , g } :=ω(X f , Xg ), (3.1)
onde X f , Xg ∈ X(M ) são os campos Hamiltonianos associados a f , g , respectivamente.
Afirmamos que {·, ·} define uma estrutura de Poisson em M . De fato, a anti-simetria e a
R-bilinearidade seguem do fato de ω ser uma 2-forma em M . Para mostrar a regra de
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Leibniz observe que, de (1.8) e (3.1) segue que
{ f , g }= Xg ( f ) =LXg ( f ).
Logo,
{ f , g ·h} = ω(X f , Xg ·h )
= −X f (g ·h )
= −
 
X f (g ) ·h + g ·X f (h )

= ω(X f , Xg ) ·h + g ·ω(X f , Xh )
= { f , g } ·h + g · { f , h}.
Portanto, { f , g ·h}= { f , g } ·h + g · { f , h}.
Finalmente vamos mostrar a identidade de Jacobi. Sejam X f , Xg , Xh os campos Ha-
miltonianos associados a f , g , h ∈ C∞(M ), respectivamente. Como ω é fechada, temos
que:
0= dω(X f , Xg , Xh ) = LX f (ω(Xg , Xh ))−LXg (ω(X f , Xh ))+LXh (ω(X f , Xg ))
− ω([X f , Xg ], Xh ) +ω([X f , Xh ], Xg )−ω([Xg , Xh ], X f )
= {{g , h}, f }− {{ f , h}, g }+ {{ f , g }, h}+ {{h , g }, f }− {{h , f }, g }
− {{g , h}, f }+ {{g , f }, h}+ {{ f , h}, g }+ {{ f , g }, h}
= −
 
{{ f , g }, h}+ {{g , h}, f }+ {{h , f }, g }

,
de onde segue a identidade de Jacobi para {·, ·}.
Exemplo 3.4. Seja (M ,ω) uma variedade simplética eψ : G ×M →M uma ação simplé-
tica livre de um grupo de Lie compacto G em M . Então M /G é uma variedade diferenciá-
vel e herda uma estrutura de Poisson da seguinte maneira: temos uma projeção natural
pr : M →M /G , dada por
pr(p ) = {ψg (p ) | g ∈G }= [p ].
Note que C∞(M /G ) se identifica com o conjunto C∞(M )G das funções constantes em M
que são G -invariantes, isto é, funções constantes ao longo das órbitas da ação de G em M .
Explicitamente, a correspondência é dada por
f ∈C∞(M /G ) 7→ f ◦pr ∈C∞(M )G .
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Observe que C∞(M )G é fechado pela estrutura de Poisson induzida porω. Logo, C∞(M )G
herda uma estrutura de Poisson.
3.2 Bivetores de Poisson
Seja M uma variedade diferenciável. Um elemento π ∈ Γ (Λ2T M ) é chamado bivetor em
M . De forma concreta, um bivetor é uma aplicação π : M → Λ2(T M ), tal que, para todo
p ∈M , π(p ) ∈ Λ2(Tp M ). Sejam (x1, · · · , xn ) coordenadas locais num aberto U ⊂M , então






















ondeπi j ∈C∞(M ) são funções tais queπi j =−π j i , i , j = 1, · · · , n . Um bivetorπdetermina
uma aplicação
π :Ω1(M )×Ω1(M ) −→ C∞(R)
(α,β ) 7−→ π(α,β ).
Seja {·, ·}π : C∞(M )×C∞(M )→C∞(M ), definida por,
{ f , g }π := π(d f , d g ). (3.3)
Então {·, ·}π é R-bilinear e anti-simétrica. Vejamos que {·, ·}π satisfaz a regra de Leibniz:
sejam f , g , h ∈C∞(M ) e p ∈M , então
{ f , g ·h}π(p ) = π(p )(d f (p ), d (g ·h )(p ))
= π(p )(d f (p ), d g (p )) ·h (p ) + g (p ) ·π(p )(d f (p ), d h (p ))
= ({ f , g }π ·h + g · { f , h}π)(p ).
Como p ∈ M é arbitrário, segue que {·, ·}π é uma biderivação em M . Reciprocamente,
temos a seguinte proposição.
Proposição 3.1. Se uma aplicação {·, ·} : C∞(M )×C∞(M ) → C∞(M ) anti-simétrica, R-
bilinear é uma biderivação, então {·, ·} define um bivetor em M , onde π é dado pela fór-
mula (3.3).
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Demonstração: Para ver queπpode ser definido por (3.3)devemos mostrar que { f , g }(p )
só depende dos valores de d f , d g no ponto p . Suponha que, d f (p ) = 0, então existem
funções g j , h j ∈ C∞(M ), j = 1, · · · , n , e uma constante c ∈R tais que, g j (p ) = h j (p ) = 0 e
f = c +
∑n
j=1 g j ·h j . Então,




(g j ·h j ), g }(p )








(g j (p ) · {h j , g }(p ))
= 0.
Assim, { f , g }(p ) =π(d f (p ), d g (p )) define um bivetor em M . 
Considere o colchete de Schouten:
[·, ·] : X2(M )×X2(M )−→X3(M ).
dado por, [π,π](d f , d g , d h ) = { f ,{g , h}}+ 	 . Como consequência da discussão feita
acima e da Proposição (3.1) temos uma correspondência entre as estruturas de Poisson
em M e o conjunto dos bivetores π em M tais que [π,π] = 0.
3.3 Morfismos de Poisson
Assim como um simplectomorfismo entre duas variedades simpléticas preserva as estru-
turas simpléticas, um morfismo de Poisson entre duas variedades de Poisson preserva as
estruturas de Poisson.
Definição 3.3. Sejam (M1,{·, ·}1), (M2,{·, ·}2) duas variedades de Poisson. Um morfismo de
Poisson é uma aplicação diferenciávelφ : M1→M2 tal que, se f , g ∈C∞(M2), então
φ∗{ f , g }2 = {φ∗ f ,φ∗g }1,
ondeφ∗ f = f ◦φ.
Se o morfismo de Poisson φ : (M1,{·, ·}1)→ (M2,{·, ·}2) for um difeomorfismo dizemos
queφ é um isomorfismo de Poisson.
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Exemplo 3.5. Seja ϕ : g → h um morfismo de álgebras de Lie. Então a aplicação dual
φ :=ϕ∗ : h∗→ g∗ é um morfismo de Poisson. De fato, se {·, ·}g∗ ,{·, ·}h∗ são os colchetes de Lie
em C∞(g∗) e C∞(h∗), respectivamente, então para cada f , g ∈C∞(g∗) e ξ ∈ h∗
{φ∗ f ,φ∗g }h∗(ξ) = ξ[d (φ∗ f )(ξ), d (φ∗g )(ξ)]
= ξ[d ( f ◦φ)(ξ), d (g ◦φ)(ξ)]
= ξ[d f (φ(ξ)) ◦dφ(ξ), d g (φ(ξ)) ◦dφ(ξ)]
= ξ[d f (ξ) ◦φ, d g (ξ) ◦φ]
= ξ[d f (ξ), d g (ξ)] ◦φ
= φ∗(ξ[d f (ξ), d g (ξ)])
= φ∗{ f , g }g∗(ξ).
Exemplo 3.6. Seja (M ,ω,G ,µ) um espaço G -Hamiltoniano. Então µ : M → g∗ é um mor-
fismo de Poisson com respeito à estrutura de Poisson em M do exemplo (3.3) e à estrutura
de Lie-Poisson em g∗.
3.3.1 O Teorema de Libermann
Sejam (M ,ω) uma variedade simplética, N uma variedade diferenciável e F : M → N
uma submersão sobrejetora. Suponha que as fibras F −1(q ) ⊂ M , q ∈ N , são conexas.
Como F é uma submersão, dado p ∈ F −1(q ) tem-se
Tp F
−1(q ) = ker D F (p ).
Denote por K o subfibrado de T M cuja fibra em p ∈M é Kp = ker D F (p )⊆ Tp M . Consi-
dere o ortogonal simplético de K
K ω ⊆ T M .
Lema 3.2. Seja g ∈ C∞(N ), então g ◦ F ∈ C∞(M ) é constante ao longo das fibras da sub-
mersão F : M →N .
Demonstração: Sejam g ∈C∞(N ) e q ∈N . Então, para todo p ∈ F −1(q )
(g ◦ F )(p ) = g (F (p ))
= g (q ).
Capítulo 3. Geometria de Poisson 41
Isto é, g ◦ F é constante ao longo das fibras de F. 
Lema 3.3. Se f ∈C∞(M ) é constante ao longo das fibras de F, então o campo Hamiltoni-
ano de f satisfaz: X f (p ) ∈ K ωp , para todo p ∈M .
Demonstração: Seja f ∈ C∞(M ) constante ao longo das fibras de F, então existe g ∈
C∞(N ) tal que f = g ◦ F. Se X ∈ Γ (ker T F ), então,
d F (X ) = 0.
Se X f é o campo hamiltoniano associado a f , então,
ω(X f , X ) = (ıX fω)(X ) = d f (X ) = d (g ◦ F )(X ) = d g (D F (X )) = 0.
Como X ∈ Γ (ker T F ), então X f ∈ Γ (K ω). 
Sendo assim, agora podemos mostrar o seguinte resultado.
Teorema 3.4 ([15]). Sejam (M ,ω) uma variedade simplética, N uma variedade diferen-
ciável e F : M → N uma submersão sobrejetora cujas fibras são conexas. Considere K ⊆
T M dado por Kp = ker D F (p ), para todo p ∈ M . Então existe uma única estrutura de
Poisson em N tornando F : M →N um morfismo de Poisson se, e somente se, K ω é invo-
lutivo.
Demonstração: Queremos definir uma estrutura de Poisson
{·, ·}N : C∞(N )×C∞(N )−→C∞(N )
Por hipótese, temos uma estrutura de Poisson em M dada por
{ f1, f2}M =ω(X f1 , X f2), f1, f2 ∈C
∞(M ),
onde X f1 , X f2 são os campos Hamiltonianos associados a f1 e f2, respectivamente. Sejam
g1, g2 ∈C∞(N ), basta mostrar que {g1◦F, g2◦F }M é constante ao longo das fibras de F. Se
f1, f2 ∈ C∞(M ) são constantes ao longo das fibras de F, queremos mostrar que { f1, f2}M











ω(X f1 , X f2)

.
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Porém, dω(X f1 , X f2 , X ) = 0. Pelo Lema (3.3), temos
ω(X f2 , X ) =ω(X , X f1) = 0, (3.4)
além disso,
ω([X f2 , X ], X f1) = d ( f1)([X f2 , X ]) = [X f2 , X ]( f1) =−(X f2 ◦X −X ◦X f2)( f1) (3.5)
= X f2(X ( f1))−X (X f2( f1)) =−X (X f2( f1)),
pois f é constante ao longo das fibras e X é um campo vetorial em ker T F. De modo
análogo,
ω([X , X f1], X f2) =−X (X f2( f1)). (3.6)
Daí, segue de (3.4), (3.5) e (3.6), que
0= dω(X f1 , X f2 , X ) = X f1
 








ω(X f1 , X f2)

− ω([X f1 , X f2], X ) +ω([X f2 , X ], X f1)−ω([X , X f1], X f2)
= X
 













ω([X f1 , X f2], X







ω(X f1 , X f2)

= 0
se, e somente se, K ω é involutivo. Além disso, se g1◦F, g2◦F são constantes ao longo das
fibras de F, então {g1 ◦ F, g2 ◦ F }M também o é. Logo, existe única h ∈C∞(N ) tal que,
{g1 ◦ F, g2 ◦ F }M = h ◦ F.
Defina {g1, g2}N := h . Vamos mostrar que {·, ·}N é uma estrutura de Poisson. Para tal,
sejam g1, g2, g3 ∈C∞(N ). Então
{g1, g2}N ◦ F = {g1 ◦ F, g2 ◦ F }M
= −{g2 ◦ F, g1 ◦ F }M
= −{g2, g1}N ◦ F.
Portanto, {g1, g2}N =−{g2, g1}N . Isto é, {·, ·}N é anti-simétrico.
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Sejam l1, l2 ∈R, então h é R- bilinear:
{g1, l1 · g2+ l2 · g3}N ◦ F = {g1 ◦ F, (l1 · g2) ◦ F }M + {g1 ◦ F, (l2 · g3) ◦ F }M
= l1 · {g1 ◦ F, g2 ◦ F }M + l2 · {g1 ◦ F, g3 ◦ F }M
= l1 · {g1, g2}N ◦ F + l2 · {g1, g3}N ◦ F
=
 
l1 · {g1, g2}N + l2 · {g1, g3}N

◦ F.
Portanto, {g1, l1 · g2 + l2 · g3}N =
 
l1 · {g1, g2}N + l2 · {g1, g3}N

. Da anti-simetria, segue que
{·, ·}N é R-bilinear.
Temos que {·, ·}N satisfaz a regra de Leibniz, de fato:
{g1, g2 · g3}N ◦ F = {g1 ◦ F, (g2 · g3) ◦ F }M
= {g1 ◦ F, g3 ◦ F }M · g2+ g3 · {g1 ◦ F, g2 ◦ F }M
= {g1, g3}N ◦ F · g2+ g3 · {g1, g2}N ◦ F
=
 
{g1, g3}N · g2+ g3 · {g1, g2}N

◦ F.
Portanto, {g1, g2 · g3}N =
 
{g1, g3}N · g2+ g3 · {g1, g2}N

.




◦ F = {g1,{g2, g3}N }N ◦ F +	
= {g1 ◦ F,{g2, g3}N ◦ F }M+	
= {g1 ◦ F,{g2 ◦ F, g3 ◦ F }M }M+	
= 0.
Portanto, {g1,{g2, g3}N+	= 0.
E, segue que {·, ·}N é uma estrutura de Poisson em N . Como
{g1 ◦ F, g2 ◦ F }M = {g1, g2}N ◦ F,
então F : (M ,ω)→ (N ,π) é um morfismo de Poisson. 
Capítulo 4
Teoria de Lie e Geometria de Poisson
Começamos este capítulo mostrando que toda variedade de Poisson induz uma estru-
tura de algebroide de Lie no seu fibrado cotangente. Em seguida, introduzimos o con-
ceito de grupoide simplético e apresentamos alguns exemplos. Finalizamos com um re-
sultado devido a Coste-Dazord-Weinstein [3], que estabelece que variedades de Poisson
correspondem à versão infinitesimal de grupoides simpléticos.
4.1 O algebroide de Lie de uma estrutura de Poisson
Sejam M uma variedade diferenciável e π ∈ X2(M ) um bivetor. Sabemos que π corres-
ponde a uma biderivação {·, ·} : C∞(M )×C∞(M )→C∞(M ) em M , da seguinte maneira
{ f , g } :=π(d f , d g ).
Considere
χπ(d f , d g , d h ) = { f ,{g , h}}+	
e a aplicação de fibrados:
π] : T ∗M → T M , η(π](ξ)) :=π(ξ,η),
onde ξ,η ∈ T ∗M . Considere o operador R-bilinear,
[·, ·]π : Ω1(M )×Ω1(M ) −→ Ω1(M )
(ξ,η) 7−→ [ξ,η]π,
44
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onde [ξ,η]π := (Lπ](ξ)η)− (Lπ](η)ξ)−dπ(ξ,η).
Proposição 4.1. Para cada ξ,η,γ ∈Ω1(M ) valem as seguintes igualdades:












Demonstração: Primeiro observe que é suficiente mostrar que valem 1 e 2 para formas
exatas, pois, localmente, 1-formas são combinações C∞(M )-lineares de formas exatas.
1. Sejam f , g , h ∈C∞(M ), então d f , d g e d h ∈Ω1(M ) são 1-formas em M . Daí,
d h (π][d f , d g ]π) = d h (π
](Lπ](d f )(d g )−Lπ](d g )(d f )−dπ(d f , d g ))) (4.1)
Como d f , d g são 1-formas exatas, segue da fórmula de Cartan que
Lπ](d f )(d g ) = d (ıπ](d f )d g ) + ıπ](d f )(d
2g ) = d (ıπ](d f )d g ). (4.2)
De (4.1) e (4.2), temos
d h (π][d f , d g ]π) = d h (π
](Lπ](d f )(d g )−Lπ](d g )(d f )−dπ(d f , d g )))
= d h (π](d (ıπ](d f )d g )−d (ıπ](d g )d f )−dπ(d f , d g )))
= d h (π](d (d g (π](d f )))−d (d f (π](d g )))−dπ(d f , d g )))
= d h (π](dπ(d f , d g )−dπ(d g , d f )−dπ(d f , d g ))) (4.3)
= d h (π](−dπ(d g , d f ))) = d h (π](dπ(d f , d g )))
= d h (π](d { f , g })) =π(d { f , g }, d h ) = {{ f , g }, h}.
Por outro lado,
d h [π](d f ),π](d g )] = [X f , Xg ](h ) = X f (Xg (h ))−Xg (X f (h ))
= X f {h , g }−Xg {h , f } (4.4)
= {{h , g }, f }− {{h , f }, g }
= −{{g , h}, f }− {{h , f }, g }.
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Portanto, das igualdades (4.3) e (4.4), temos que
d h
 




[π](d f ),π](d g )]

=χπ(d f , d g , d h ).
Como d h ∈Ω1(M ) é arbitrário
π][d f , d g ]π = [π




2. Sejam d f , d g e d h ∈ Ω1(M ), 1-formas em M . Como d g , d h são 1-formas exatas
em M , então d [d g , d h ]π = 0. Daí, pela fórmula de Cartan
Lπ](d f )[d g , d h ]π = d (ıπ](d f )[d g , d h ]π) + ıπ](d f )(d [d g , d h ]π)
= d (ıπ](d f )[d g , d h ]π) = dπ(d f , [d g , d h ]π). (4.5)
Além disso, pelo item 1, temos que
Lπ][d g ,d h ]πd f =L[π](d g ),π](d h )]πd f +Lχπ(d g ,d h ,·)d f . (4.6)









= (Lπ](d f )

d g , d h

π
















−L[π](d g ),π](d h )]d f








= −Lχπ(d g ,d h ,·)d f −L[π](d g ),π](d h )]d f
= −Lχπ(d g ,d h ,·)d f −d ı [π](d g ),π](d h )]d f (4.7)
= −Lχπ(d g ,d h ,·)d f −d (d f [π
](d g ),π](d h )])
= −Lχπ(d g ,d h ,·)d f −d ([Xg , Xh ]( f ))
= −Lχπ(d g ,d h ,·)d f −d ({g ,{h , f }}− {h ,{g , f }})
= −Lχπ(d g ,d h ,·)d f −d ({g ,{h , f }}+ {h ,{ f , g }}).
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= −Lχπ(d f ,d g ,·)d h −d ({ f ,{g , h}}+ {g ,{h , f }}). (4.9)





















Como consequência deste resultado, obtemos a seguinte caracterização de um bive-
tor de Poisson numa variedade diferenciável M .
Teorema 4.2. Sejam π ∈ X2(M ) e [·, ·]π como na Proposição (4.1). São equivalentes as se-
guintes afirmações,
1. π ∈X2(M ) é bivetor de Poisson;
2. π] : T ∗M → T M preserva colchetes. Isto é, para cada ξ,η ∈Ω1(M )
π][ξ,η]π = [π
](ξ),π](η)];
3. O colchete [·, ·]π em Ω1(M ) satisfaz a identidade de Jacobi;
4. A tripla
 
T ∗M ,π], [·, ·]π

é um algebroide de Lie.
Demonstração: Suponha que vale 1, mostraremos que vale 2. Comoπ é bivetor de Pois-
son, tem-se
χπ(ξ,η, ·) = 0 ξ,η ∈Ω1(M ).
Segue, da afirmação 1, da Proposição (4.1), que
π][ξ,η]π = [π
](ξ),π](η)].
Portanto, π] : T ∗M → T M preserva colchetes.
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Suponha que vale 2, mostraremos que vale 3. Comoπ][ξ,η]π = [π](ξ),π](η)], pela afir-
mação 1, da Proposição (4.1), segue que
χπ(ξ,η, ·) = 0.










Portanto, [·, ·]π satisfaz a identidade de Jacobi.
Suponha que vale 3, mostraremos que vale 4. Vejamos que [·, ·]π é um colchete de Lie







Além disso, [·, ·]π é R-bilinear:
[ξ,η+ l ·γ]π = Lπ](ξ)η+ l ·Lπ](ξ)γ−Lπ](η)ξ− l ·Lπ](γ)ξ






= [ξ,η]π+ l · [ξ,γ]π.
Como [·, ·]π é anti-simétrico, então [η + l · γ,ξ]π = [η,ξ]π + l · [γ,ξ]π. Segue que [·, ·]π é
R-bilinear.
Por hipótese, [·, ·]π satisfaz a identidade de Jacobi. Portanto, [·, ·]π é um colchete de Lie
em Γ (T ∗M ). Vejamos que π] : T ∗M → T M é uma âncora para T ∗M . Note que, para cada
X ∈ T M e ξ,η ∈Ωk (M ), tem-se




η+ f ·Lπ](ξ)η, (4.10)
dπ(ξ, f ·η) = f ·dπ(ξ,η) +π(ξ,η) ·d f . (4.11)
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e, da fórmula de Cartan, segue que
L( f ·X )ξ = d (ı ( f ·X )ξ) + ı ( f ·X )(dξ)
= d (ξ( f ·X ))+dξ( f ·X )
= d ( f ·ξ(X )) + f ·dξ(X )
= f ·d ıXξ+ξ(X ) ·d f + f · ıX dξ (4.12)
= f · (d ıXξ+ ıX dξ) +ξ(X ) ·d f .
Em particular, se f ∈C∞(M ) e ξ,η ∈Ω1(M ), combinando (4.10), (4.11) e (4.12), obtemos





η+ f ·Lπ](ξ)η− f ·dπ(ξ,η)−π(ξ,η) ·d f





η+ f · (Lπ](ξ)η−Lπ](η)ξ−dπ(ξ,η))
= f · [ξ,η]π+Lπ](ξ)( f ) ·η
Portanto, a tripla
 
T ∗M ,π], [·, ·]π

é um algebroide de Lie.
Suponha que vale 4, mostraremos que vale 1. Temos que
 
T ∗M ,π], [·, ·]π

é um alge-
broide de Lie, então pelo Lema (2.1)
π][ξ,η]π = [π
](ξ),π](η)].
Pela afirmação 1, da Proposição (4.1), segue queχπ = 0. Isto é,π é um bivetor de Poisson.

4.2 Grupoides simpléticos
Definição 4.1. Um grupoide simplético é um par (G ,ω)onde G é um grupoide de Lie sobre
uma variedade M eω ∈Ω2(G ) é uma forma simplética tal que
Graf(m ) = {(g , h , g ·h ) ∈ G ×G ×G | (g , h ) ∈ G(2)}
é uma subvariedade lagrangiana de G ×G ×G , sendo G a variedade G munida da forma
simplética (−ω).
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Exemplo 4.1. Seja (M ,ω) uma variedade simplética. O grupoide do par (M ×M ,Ω)⇒ M ,
com estrutura de grupoide dada em (2.3), munido da forma simplética Ω = pr∗1ω−pr
∗
2ω,
é um grupoide simplético. Considere G =M ×M . Sabemos que G ⇒ M admite estrutura
de grupoide de Lie. Vejamos que Graf(m ) é uma subvariedade lagrangiana de G ×G ×G .












Vejamos Ω̂|Graf(m ) = 0. Sejam p ∈Graf(m ) e u , v ∈ Tp Graf(m )
p = ((p3, p2), (p1, p3), (p1, p2)), u = (u1, u2, u3, u1, u3, u2) e v = (v1, v2, v3, v1, v3, v2).
Então,
Ω̂p (u , v ) = ωp3(u1, v1)−ωp2(u2, v2) +ωp1(u3, v3)−ωp3(u1, v1)−ωp1(u3, v3) +ωp2(u2, v2)
= 0.
Além disso,






dim(G ×G ×G ).
Portanto, (M ×M ,Ω)⇒ M é um grupoide simplético.





s × t : Π(M ) −→M ×M
[α] 7−→ (α(0),α(1)).
Então (Π(M ),Ω)⇒ M é um grupoide simplético. Vejamos que Ω = (s × t )∗(pr∗1ω−pr
∗
2ω) ∈
Ω2(Π(M )) é uma forma simplética. De fato, como,
dΩ= (s × t )∗(pr∗1dω−pr
∗
2dω) = 0
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então Ω ∈Ω2(Π(M )) é fechada. Seja v ∈ T[α]Π(M ) tal que, para todo u ∈ T[α]Π(M )




Ω[α](u , v ) = ((s × t )∗Ω̂)[α](u , v )
= Ω̂(α(0),α(1))(D (s × t )([α])u , D (s × t )([α])v ).
Como Ω̂ é simplética, então D (s × t )([α])v = 0. Porém, s × t : Π(M ) −→ M ×M é um
difeomorfismo local, logo v = 0. Falta verificar que Ω é uma forma multiplicativa. Como
s × t :Π(M )→M ×M é um morfismo de grupoides de Lie, então
m ∗Ω = (s × t )∗m ∗Ω̂






onde Pr j :Π(M )(2)→Π(M ), j = 1, 2. Portanto (Π(M ),Ω)⇒ M é um grupoide simplético.
Exemplo 4.3. Seja G um grupo de Lie. Sabemos que T ∗G admite a estrutura simplética
ωcan ∈Ω2(T ∗G ) (veja Exemplo (1.4)). Além disso, como T ∗G é isomorfo a G ×g∗, então T ∗G
admite estrutura de grupoide de Lie. Pode-se mostrar que (T ∗G ,ωcan)⇒ g∗ é um grupoide
simplético.
O próximo teorema nos fornece propriedades importantes a respeito de grupoides
simpléticos.
Teorema 4.3 ([8],[20]). Seja (G ,ω)⇒ M um grupoide simplético com aplicações estrutu-
rais
s , t , m , ı ,ε, então
1. A dimensão de cada s - fibra e cada t - fibra de G é igual a dimG −dimM ;
2. dimM = 1
2
dimG ;
3. M é subvariedade lagrangiana de G (M está identificado com ε(M ));
4. Para todo g ∈ G , Tg s−1(s (g )) = (Tg t −1(t (g )))ω;
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5. A inversão ı : G → G é um anti-simplectomorfismo:
ı ∗ω=−ω;
6. Para cada f1, f2 ∈C∞(M ),
{s ∗ f1, t ∗ f2}= 0;
7. Para cada f ∈C∞(M ), o campo Hamiltoniano associado X s ∗ f é tangente às t -fibras
de G e invariante em relação à translação à esquerda em G . Similarmente, X t ∗ f é
tangente às s -fibras e invariante em relação à translação à direita em G .
8. Existe uma única estrutura de Poissonπ em M tal que t : (G ,ω)⇒ (M ,π) é morfismo
de Poisson s : (G ,ω)⇒ (M ,π) é anti-morfismo de Poisson.
Demonstração:
1. Como s : G →M é uma submersão sobrejetora então, para todo g ∈ G ,
Tg s
−1(s (g )) = ker D s (g ).
Além disso, D s (g ) : Tg G → Ts (g )M , então ImD s (g ) = Ts (g )M . Pelo teorema do Núcleo
e da Imagem temos















t −1(t (g ))

= dimG −dimM .
É importante observar que isto vale para grupoides de Lie, em geral.
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Por outro lado






3. Basta mostrar queω|M = 0. Como ε : M → G , então,
D ε(p ) : Tp M → Tε(p )G .
Dados u , v ∈ Tp M , os vetores, U = (u , u , u ) e V = (v, v, v ) são tangentes a P =




0 = ΩP (U , V )
= ωp (u , v ) +ωp (u , v )−ωp (u , v )
= ωp (u , v )
Isto mostra que M ⊂ G é uma subvariedade isotrópica de G . Do item 2, sabemos
que dimG = 1
2
dimM . Portanto M é subvariedade lagrangiana de G .
4. Sejam g ∈ G e u ∈ Tg s−1(s (g )). Vejamos que para todo v ∈ Tg t −1(t (g ))
ωg (u , v ) = 0.
Sejam (g , g −1, g · g −1) ∈ Graf(m ) e α : [0, 1]→ G(2), tais que α(r ) = (α1(r ),α2(r )), onde
α1(0) = g ,α′1(0) = u ,α2(r ) = ı (α1(r )) então

























Com isto temos que U = (u , D ı (g )u , 0),∈ T(g ,g −1,g ·g −1)Graf(m ). Considere β : [0, 1]→
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G(2), tal que β (r ) = (β1(r ),β2(r )), onde β1(0) = g ,β ′1(0) = v,β2(r ) = g
−1 então















β1(r ) · g −1
= D Rg −1(g )v.
Portanto V = (v, 0, D Rg −1(g )v ) ∈ T(g ,g −1,g ·g −1)Graf(m ). Comoω é multiplicativa
0 = Ω(g ,g −1,g ·g −1)(U , V )
= ωg (u , v ) +ωg −1(D ı (g )u , 0)−ωg ·g −1(0, D Rg −1(g )v )
= ωg (u , v ).
Portanto, Tg s
−1(s (g ))⊆ (Tg t −1(t (g )))ω. Pelo item 1 temos que
dimTg s







−1(s (g )) = (Tg t
−1(t (g )))ω.
5. Sejam (g , g −1, t (g )) ∈ Graf(m ) e α : [0, 1] → G(2), tais que α(r ) = (α1(r ),α2(r )), onde
α1(0) = g ,α′1(0) = u ,α2(0) = ı (α1(r )) então
























= D t (g )u
Portanto, U = (u , D ı (g )u , D t (g )u ) ∈ T(g ,g −1,t (g ))Graf(m ). De modo análogo,
V = (v, D ı (g )v, D t (g )v ) ∈ T(g ,g −1,t (g ))Graf(m ).
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Como Graf(m ) é subvariedade lagrangiana de G ×G ×G , concluímos que
0 = Ω(g ,g −1,t (g ))(U , V )
= ωg (u , v ) +ωg −1(D ı (g )u , D ı (g )v )−ωt (g )(D t (g )u , D t (g )v )
= ωg (u , v ) +ωg −1(D ı (g )u , D ı (g )v ),
pois D t (g )u , D t (g )v ∈ Tt (g )M e M é subvariedade lagrangiana de G . Portanto,
ı ∗ωg (u , v ) =ωg −1(D ı (g )u , D ı (g )v ) =−ωg (u , v ).
Isto é,
ı ∗ω=−ω.
6. Sejam g ∈ G , f1, f2 ∈ C∞(M ), Y ∈ Tg t −1(t (g )) = ker D t (g ) arbitrário e X t ∗ f2 ∈ X(G ), o
campo Hamiltoniano associado a t ∗ f2 ∈C∞(G ), então
ωg (X t ∗ f2(g ), Y (g )) = ıX t ∗ f2 (g )ωg (Y (g ))
= D ( f2(t (g )))Y (g )
= D ( f2(t (g )))D t (g )Y (g )
= 0.
Pois Y (g ) ∈ ker D t (g ). Portanto, X t ∗ f2 ∈ (Tg t
−1(t (g )))ω. De modo análogo,
X s ∗ f1 ∈ Tg t
−1(t (g )).
Do item 4, sabemos que Tg t
−1(t (g )) = (Tg s−1(s (g )))ω, daí, segue que
{s ∗ f1, t ∗ f2}=ω(X s ∗ f1 , X t ∗ f2) = 0.
7. Do item 6 temos que X s ∗ f ∈ Tg t −1(t (g )). Disso, segue diretamente que X s ∗ f ∈X(G ) é
invariante à esquerda. De modo análogo, X t ∗ f1 ∈ Tg s
−1(s (g )) e é invariante à direita.
8. Pelo item 4, sabemos que Tg s
−1(s (g )) = (Tg t −1(t (g )))ω, para todo g ∈ G . Pela identi-
Capítulo 4. Teoria de Lie e Geometria de Poisson 56
dade de Jacobi e pelo item 6 temos
0 = {{t ∗ f1, t ∗ f2}, s ∗ f3}+ {{t ∗ f2, s ∗ f3}, t ∗ f1}+ {{s ∗ f3, t ∗ f1}, t ∗ f2}
= {{t ∗ f1, t ∗ f2}, s ∗ f3}.
Isto é,
0=ω(X{t ∗ f1,t ∗ f2}, X s ∗ f3) =ω([X t ∗ f1 , X t ∗ f2], X s ∗ f3).
Portanto, Tg s
−1(s (g )) = (Tg t −1(t (g )))ω é involutivo. Segue do Teorema de Liber-
mann (Teorema (3.4)), que existe uma única estrutura de Poisson π em M tal que
t : (G ,ω)→ (M ,π) é um morfismo de Poisson. Como s = t ◦ ı , então,
s ∗{ f1, f2} = (t ◦ ı )∗{ f1, f2}= ı ∗{t ∗ f1, t ∗ f2}
= −{t ∗ f1, t ∗ f2}=−{−t ∗ f1,−t ∗ f2}
= −{ı ∗(s ∗ f1), ı ∗(t ∗ f2)}=−{(t ◦ ı )∗ f1, (t ◦ ı )∗ f2}
= −{s ∗ f1, s ∗ f2}.
Portanto, com a mesma estrutura de Poisson definida acima em M , segue que
s : (G ,ω)→ (M ,πM ) é um anti-morfismo de Poisson.

4.3 O algebroide de Lie de um grupoide simplético
Na seção anterior (Teorema (4.3)), mostramos que se (G ,ω) é um grupoide simplético
sobre M , então existe uma única estrutura de PoissonπM ∈X2(M ), que torna t : (G ,ω)→
(M ,πM ) um morfismo de Poisson. Nesta seção, mostraremos que variedades de Poisson
correspondem à versão infinitesimal de grupoides simpléticos. Este resultado é devido
à Coste-Dazord-Weinstein, [3], e é um dos resultados principais apresentados neste tra-
balho.
Teorema 4.4 ([3]). Sejam (G ,ω)⇒ M um grupoide simplético e π ∈X2(M ) a única estru-
tura de Poisson tal que t : (G ,ω)→ (M ,π) é morfismo de Poisson. Então
σ : A(G ) −→ (T ∗M )π
ap 7−→ ωp (ap , ·)|Tp M ,
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é um isomorfismo de algebroides de Lie, onde (T ∗M )π denota o algebroide de Lie induzido
por π.
Para demonstrar o Teorema acima, precisamos de alguns resultados preliminares.
Lema 4.5. Seja G ⇒ M um grupoide de Lie com algebroide de Lie A(G ). Seja g ∈ G , com
s (g ) = p e t (g ) = q . Então, para cada vg ∈ Tg G e aq ∈ Aq G valem as seguintes igualdades:
1. vg =D m (q , g )(D t (g )vg , vg );
2. D Rg (q )aq =D m (q , g )(aq , D t (g )vg );
Em particular, seω ∈Ω2(G ) é multiplicativa em G , então
ωg (D Rg (q )aq , vg ) =ωq (aq , D t (g )vg ).
Demonstração:
1. Observe que IdG =m ◦ (t , IdG ). Se vg ∈ Tg G , então
D (m ◦ (t , IdG ))(g )(vg ) = D m (t (g ), g )(D (t , IdG )(g ))(vg )
= D m (q , g )(D t (g )vg , D IdG )(g )(vg )
= D m (q , g )(D t (g )vg , vg )
Mas D (m ◦ (t , IdG ))(g )(vg ) =D IdG (g )vg = vg . Portanto,
vg =D m (q , g )(D t (g )vg , vg ).
2. Considere uma curva α : [0, 1] → G(2), tal que α(r ) = (α1(r ),α2(r )), sendo
α1(0) = q e α′1(0) = aq e α2(r ) = g , para todo r ∈ [0, 1]. Então,
























= D Rg (q )aq .
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Dos itens 1 e 2 segue que
ωg (D Rg (q )aq , vg ) = ωg (D m (q , g )(aq , 0), D m (q , g )(D t (g )vg , vg ))
= (m ∗ω)g ((aq , 0), (D t (g )vg , vg ))
= (pr∗1ω−pr
∗
2ω)g ((aq , 0), (D t (g )vg , vg ))
= ωq (aq , D t (g )vg )−ωg (0, vg )
= ωq (aq , D t (g )vg )

Lema 4.6. Sejam (M1,π1), (M2,π2) duas variedades de Poisson. Se φ : M1 → M2 é um
morfismo de Poisson, então o seguinte diagrama comuta
Tp M1













Demonstração: Seja { f , g } j = π j (d f , d g ) a estrutura de Poisson correspondente em
M j , j = 1, 2. Comoφ : M1→M2 é um morfismo de Poisson, para cada f , g ∈C∞(M2)
{ f , g }2 ◦φ = { f ◦φ, g ◦φ}1 (4.13)
Reescrevendo a igualdade (4.13), em termos de bivetores, temos
π2(d f , d g ) ◦φ =π1(d ( f ◦φ), d (g ◦φ)).
Sejam d f , d g ∈ T ∗M2, então
d g (φ(p )) ◦ (Dφ(p ) ◦π]1 ◦ (Dφ(p ))
∗)(d f (φ(p ))) = d g (φ(p ))(Dφ(p )(π]1(d f (φ(p ) ◦Dφ(p )))))
= π1(d ( f ◦φ)(p ), d (g ◦φ)(p ))
= π2(d f (φ(p )), d g (φ(p ))) ◦φ(p )
= d g (φ(p ))(π]2(d f (φ(p )))).
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Como p ∈M1 e d f , d g ∈ T ∗M2 são arbitrários, concluímos que
Dφ(p ) ◦π]1 ◦ (Dφ(p ))
∗ =π]2.
Isto segue do fato que, localmente, elementos em T ∗M2 são combinações C
∞(M2)-linea-
res de 1-formas exatas. 
Podemos, fazer uma demonstração do Teorema (4.4) :
Demonstração: Vejamos que σ : A(G )→ T ∗M é um isomorfismo de fibrados vetoriais.
Se ap ∈ kerσ e vp ∈ Tp M então
ωp (ap , vp ) = 0.
Como t : G → M é uma submersão sobrejetora, existe vg ∈ Tg G tal que D t (g )vg = vp ,
para todo vp ∈ Tp M . Além disso, pelo Lema (4.5)
ωp (ap , vp ) =ωp (ap , D t (g )vg ) =ωp (D Rg (p )ap , vg ) = 0.
Comoω é não-degenerada, segue que
D Rg (p )ap = 0.
Mas D Rg (p ) : s−1(q )→ s−1(p ) é um isomorfismo, então ap = 0. Ou seja, σ : A(G )→ T ∗M





Assim, dimT ∗M = 2dimM = dimG . Como
dim(A(G )) = dim(ker D s ) +dimM = 2dimM ,
segue que
dimA(G ) = dimT ∗M .
Portanto,σ : A(G )→ T ∗M é um isomorfismo de fibrados.
Vejamos que σ : A(G )→ (T ∗M )π é compatível com a âncora ρ : A(G )→ T M em A(G )
e com a âncora π] : T ∗M → T M em (T ∗M )π. Por um lado, para cada q ∈M a âncora em
Aq G é definida por ρq =D t (q )|Aq G . Por outro lado, como t : (G ,ω)→ (M ,π) é morfismo
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Vejamos que σ : A(G )→ (T ∗M )π preserva colchetes. Para tal, vejamos que vale a se-
guinte igualdade
t ∗(σ[a , b ]A(G )) = t
∗[σ(a ),σ(b )]π.
Como, [σ(a ),σ(b )]π =Lρ(a )(σ(b ))−Lρ(b )(σ(a ))−d (σ(b )(π](σ(a )))), então
t ∗[σ(a ),σ(b )]π = t
∗(Lρ(a )(σ(b )))− t ∗(Lρ(b )(σ(a )))− t ∗d (σ(b )(π](σ(a ))))
Da fórmula de Cartan, segue que
t ∗[σ(a ),σ(b )]π = t
∗ıρ(a )(dσ)(b ) + t
∗d (ıρ(a )σ)(b )
− t ∗ıρ(b )(dσ)(a ) + t ∗d (ıρ(b )σ)(a )− t ∗ıρ(a )(dσ)(b )
= t ∗d (ıρ(a )σ)(b )− t ∗ıρ(b )(dσ)(a )− t ∗(ıρ(a )dσ)(b )
= t ∗d (ω(b ,ρ(a )))− t ∗d (ω(a ,ρ(b )))− t ∗(dω)(a ,ρ(b ))
= d (t ∗ω(b ,ρ(a )))−d (t ∗ω(a ,ρ(b )))− (d t ∗ω)(a ,ρ(b )) (4.14)
= d (t ∗ω(b , D t (a )))−d (t ∗ω(a , D t (b )))− (d t ∗ω)(a , D t (b ))
= d (t ∗ω(D R(b ), a ))−d (t ∗ω(D R(a ), b ))− (d t ∗ω)(D R(a ), b )
= −ıb r (d t ∗σ)(a ) + ıb r (d t ∗σ)(a ) +d (ıa r t ∗σ)(b ).
Por outro lado, pelo Lema (4.5), vale a seguinte igualdade: t ∗σ(a ) = ıa rω. Logo,
t ∗(σ[a , b ]A(G )) = ı [a r ,b r ]ω= (La r (ıb rω))− (ıb r (La rω))
= d (ıa r t
∗σ)(b ) + ıa r (d t
∗σ)(b )− ıb r (d (ıa rω) + ıa r (dω)) (4.15)
= d (ıa r t
∗σ)(b ) + ıa r (d t
∗σ)(b )− ıb r (d t ∗σ)(a ).
Portanto, das igualdades (4.14) e (4.15) segue que
t ∗(σ[a , b ]A(G )) = t
∗[σ(a ),σ(b )]π.
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Como t : G →M é uma submersão sobrejetora, segue que
σ[a , b ]A(G ) = [σ(a ),σ(b )]π.

Reciprocamente, vale o seguinte resultado
Teorema 4.7 ([2], [4]). Seja (M ,π) é uma variedade de Poisson tal que (T ∗M )π se integra a
um grupoide de Lie G s -simplesmente conexo. Então existe uma única forma simplética
ω ∈Ω2(G ) que torna (G ,ω) um grupoide simplético sobre M tal que t : G →M é morfismo
de Poisson e s : G →M anti-morfismo de Poisson.
Com este resultado mostra-se que existe uma correspondência 1−1 entre grupoides
simpléticos e variedades de Poisson integráveis da seguinte maneira
((G ,ω)⇒ M ) 7−→ (M ,π) ,
onde π é dada pelo item 8 do Teorema (4.3).
Exemplo 4.4. Seja (M ,ω) uma variedade simplética. No Exemplo (4.1) vimos que o gru-
poide do par M×M ⇒ M é um grupoide simplético. É fácil ver que (M×M ,Ω)⇒ M integra
(M ,ω) vista como variedade de Poisson. Note que M ×M ⇒ M não necessariamente é um
grupoide s -simplesmente conexo.
Exemplo 4.5. Se (M ,ω) é uma variedade simplética, o grupoide fundamentalΠ(M )⇒ M
herda a estrutura de grupoide simplético (Exemplo (4.2)). Neste caso, (Π(M ),Ω)⇒ M inte-
gra (M ,ω) vista como variedade de Poisson. ComoΠ(M )⇒ M tem s -fibras simplesmente
conexas, segue do Teorema (4.7) queΠ(M )⇒ M é o único grupoide s -simplesmente conexo
que integra (M ,ω).
Exemplo 4.6. Considere o grupoide simplético T ∗G ⇒ g∗ do Exemplo (4.3). Neste caso,
T ∗G integra a variedade de Poisson g∗ com a estrutura de Lie-Poisson (Exemplo (3.2)).
Capítulo 5
Grupoides G -Hamiltonianos
Neste capítulo estudamos grupoides G -Hamiltonianos, isto é, grupoides simpléticos mu-
nidos de uma ação Hamiltoniana compatível com a estrutura de grupoide. Apresenta-
mos o resultado principal deste trabalho, que mostra que o espaço de órbitas de uma
ação de Poisson numa variedade de Poisson integrável, é também integrável como va-
riedade de Poisson e, é possível construir um grupoide simplético que integra esta vari-
edade de Poisson via redução de Marsden-Weinstein para grupoides G -Hamiltonianos.
Finalmente, relacionamos nossos resultados com os obtidos por Mikami e Weinstein em
[20].
5.1 Ações em grupoides de Lie
Sejam G ⇒ M um grupoide de Lie e G um grupo de Lie compacto que age em G por auto-
morfismos de grupoide. Ou seja, para cada g ∈G , temos um isomorfismo de grupoides
de Lie Ψg : G → G cobrindo um difeomorfismoψg : M →M , tal que Ψg ◦Ψh =Ψg ·h , g , h ∈
G . Note que g 7→ψg define uma ação de G em M .
Neste capítulo, G denotará sempre um grupo de Lie compacto.
Proposição 5.1. Se a ação de G em G é livre, então o espaço de órbitas G /G herda uma
estrutura de grupoide de Lie sobre o espaço de órbitas M /G , tal que a projeção canônica
Pr : G → G /G é morfismo de grupoides de Lie cobrindo a projeção pr : M →M /G .
Demonstração: Como as ações de G em G e em M são livres e G é compacto, então os
espaços de órbitas G /G e M /G admitem estrutura de variedade diferenciável, tais que
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as respectivas projeções, Pr : G → G /G e pr : M → M /G , são submersões sobrejeto-
ras. Vejamos que G /G ⇒ M /G é um grupoide de Lie. Para isto, considere s , t , m ,ε, ı
as aplicações estruturais em G . Denotaremos por Ψg : G → G a ação de G em G e por
ψg : M → M a ação de G em M e α a órbita de α ∈ G . Temos a seguinte estrutura de
grupoide em G /G :
• source:
s : G /G −→ M /G
α 7−→ s (α),
• target:
t : G /G −→ M /G
α 7−→ t (α),
• multiplicação: Sejam α,β ∈ G /G tais que s (α) = t (β ). De forma equivalente, existe
um único g ∈G , pois a ação é livre, tal queψg (s (α)) = t (β ). Logo, definimos
m (α,β ) =m (Ψg (α),β ).
• seção identidade:
ε : M /G −→ G /G
p 7−→ ε(p ),
• inversão:
ı : G /G −→ G /G
α 7−→ α−1.
É fácil verificar que G /G ⇒ M /G com as aplicações s , t , m ,ε, ı , é grupoide de Lie. Por
construção, Pr : G → G /G é morfismo de grupoides, cobrindo pr : M →M /G . 
5.2 Ações Hamiltonianas em grupoides simpléticos
Motivaremos os objetos de estudo desta seção com o seguinte exemplo:
Exemplo 5.1. Seja (M ,ω) uma variedade simplética. O grupoide do par M ×M ⇒ M
é naturalmente um grupoide simplético (veja Exemplo (4.1)). Suponha que µ : M → g∗ é
uma aplicação momento para uma ação simpléticaψ : G ×M →M de um grupo de Lie
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(compacto) G em M . Então, a ação diagonal de G em M ×M é simplética com aplicação
momento
J : M ×M −→ g∗
(p , q ) 7−→ µ(p )−µ(q ).
Observe que a ação diagonal é uma ação por automorfismos de grupoide. Além disso, a
aplicação momento J : M ×M → g∗ satisfaz
J (α ·β ) = J (α) + J (β ),
onde cada α,β ∈ (M ×M )(2). Em particular, se 0 ∈ g∗ é valor regular de J : M ×M → g∗,
então J −1(0) é um subgrupoide de M ×M , cuja base é M . Suponha que G age livremente
em J −1(0). Pela Proposição (5.1), o espaço reduzido
(M ×M )red := J −1(0)/G
é um grupoide de Lie sobre M /G . Sabemos que M /G herda uma estrutura de Poissonπred
(veja Exemplo (3.4)). É fácil ver que (M ×M )red ⇒ M /G é um grupoide simplético que
integra (M /G ,πred).
O exemplo anterior faz parte de um contexto mais geral de ações Hamiltonianas em
grupoides simpléticos. O cenário é o seguinte:
1. (G ,ω)⇒ (M ,π) grupoide simplético;
2. G grupo de Lie compacto agindo por automorfismos de grupoide Ψg : G → G , co-
brindo uma açãoψg : M →M , g ∈G ;
3. Ψ∗gω=ω, para cada g ∈G ;
4. a ação de G em (G ,ω) é Hamiltoniana, com aplicação momento µ : G → g∗ que
satisfaz
µ(α ·β ) =µ(α) +µ(β ) (5.1)
para cada (α,β ) ∈ G(2).
Nesta situação, diremos que (G ,ω,G ,µ) é um grupoide G -Hamiltoniano.
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Proposição 5.2. Sejam (G ,ω)⇒ M um grupoide simplético e G um grupo de Lie que age
de forma simplética emG . Então a ação de G na base M é por difeomorfismos de Poisson.
Demonstração: Como (G ,ω)⇒ (M ,π) é um grupoide simplético, segue do Teorema (4.3)
que t : (G ,ω)→ (M ,π) é morfismo de Poisson. Por outro lado, para cada g ∈G , temos
t ◦Ψg =ψg ◦ t ,
pois a ação de G é por automorfismos de grupoide. Seja {·, ·}π o colchete de Poisson em
C∞(M ) induzido por π. Queremos provar que
{ f1, f2}π ◦ψg = { f1 ◦ψg , f2 ◦ψg }π,
para cada f1, f2 ∈ C∞(M ) e g ∈G . Como t : G →M é uma submersão sobrejetora, basta
mostrar que
t ∗{ f1, f2}π ◦ψg = t ∗{ f1 ◦ψg , f2 ◦ψg }π.
Mas isto decorre do fato que t : (G ,ω) → (M ,π) é morfismo de Poisson e que a ação
Ψg : G → G é simplética 
Observação 5.1. Como G age em (M ,π) por difeomorfismos de Poisson, se G age li-
vremente, então M /G herda uma estrutura de Poisson πred tal que a projeção canônica
pr : M → M /G é morfismo de Poisson. O seguinte resultado mostra que é possível
integrar a variedade de Poisson (M /G ,πred) via redução simplética para o grupoide G -
Hamiltoniano (G ,ω,G ,µ).
O teorema abaixo é o segundo resultado principal deste trabalho.
Teorema 5.3. Seja (G ,ω,G ,µ) um grupoide G -Hamiltoniano. Se 0 ∈ g∗ é valor regular de
µ e G age livremente em µ−1(0), então
1. O espaço reduzido Gred = (µ−1(0)/G ,ωred) é um grupoide simplético sobre M /G ;
2. O grupoide simplético Gred integra a variedade de Poisson (M /G ,πred).
Demonstração:
1. Como 0 ∈ g∗ é valor regular de µ e µ satisfaz (5.1), concluímos que µ−1(0) ⇒ M
é um subgrupoide de G ⇒ M . Por outro lado, como G age por automorfismos
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de grupoide, decorre da Proposição (5.1) que o espaço de órbitas µ−1(0)/G herda
uma única estrutura de grupoide de Lie sobre M /G que torna a projeção canônica
Pr : µ−1(0)→ µ−1(0)/G um morfismo de grupoides, cobrindo pr : M →M /G . Pelo
Teorema de Redução Simplética (Teorema (1.8)), existe uma única estrutura sim-
pléticaωred em Gred :=µ−1(0)/G caracterizada por
Pr∗ωred = ı
∗ω, (5.2)
onde ı : µ−1(0) ,→ G é a inclusão. Vejamos queωred ∈ Ω2(Gred) é multiplicativa. Isto
é,





onde m : (Gred)(2)→ Gred é a multiplicação em Gred e pr j : (Gred)(2)→ Gred, j = 1, 2, são
as projeções. Para mostrar (5.3) basta verificar que
(Pr×Pr)∗(m ∗ωred) = (Pr×Pr)∗(pr∗1ωred+pr
∗
2ωred),
pois Pr× Pr : µ−1(0)×µ−1(0)→ Gred × Gred é uma submersão sobrejetora. Mas isto
segue combinando o fato que Pr :µ−1(0)→ Gred é morfismo de grupoides com (5.2)
e a multiplicatividade deω.
2. Considere {·, ·}red, a estrutura de Poisson em C∞(M /G ) induzida porπred. A projeção
pr : (M ,{·, ·}π)−→ (M /G ,{·, ·}red),
é um morfismo de Poisson, isto é:
pr∗{ f1, f2}red = {pr∗ f1, pr∗ f2}π, f1, f2 ∈C∞(M ).
Como (µ−1(0)/G ,ωred)⇒ M /G é um grupoide simplético, o Teorema (4.3) garante
a existência de uma única estrutura de Poisson {·, ·}M /G em M /G tal que
t : (µ−1(0)/G ,{·, ·}ωred)−→ (M /G ,{·, ·}M /G ),
é um morfismo de Poisson, ou seja:
t




f2}ωred , f1, f2 ∈C
∞(M ).
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Vejamos que {·, ·}M /G = {·, ·}red. Como pr◦t :µ−1(0)→M /G é submersão sobrejetora,
basta verificar que:
(pr ◦ t )∗{ f1, f2}M /G = (pr ◦ t )∗{ f1, f2}red. (5.4)
para cada f1, f2 ∈ C∞(M /G ). Para o lado esquerdo de (5.4), como t : µ−1(0)/G →
M /G é morfismo de Poisson e pr ◦ t = t ◦Pr, então
(pr ◦ t )∗{ f1, f2}M /G = { f1 ◦ t , f2 ◦ t }M /G ◦Pr. (5.5)
Avaliando (5.5) em α ∈µ−1(0), temos
(pr ◦ t )∗{ f1, f2}M /G (α) = { f1 ◦ t , f2 ◦ t }M /G (Pr(α))
= D f1(t (Pr(α)))D t (Pr(α))X f2◦t (Pr(α)).
Como t :µ−1(0)/G →M /G é morfismo de Poisson, segue que
D t (Pr(α))X f2◦t (Pr(α)) = X f2(t (Pr(α))).
Ou seja,
(pr ◦ t )∗{ f1, f2}M /G (α) =D f1(t (Pr(α)))X f2(t (Pr(α))), (5.6)
onde X f2 é o campo Hamiltoniano associado à f2 ∈C
∞(M /G ), com respeito à {·, ·}M /G .
Para o lado direito de (5.4), pr : (M ,π)→ (M /G ,πred) e t : (G ,ω)→ (M ,π) são mor-
fismos de Poisson e pr ◦ t = t ◦Pr, então
(pr ◦ t )∗{ f1, f2}red = { f1 ◦ t ◦Pr, f2 ◦pr ◦ t }ω. (5.7)
Avaliando (5.7) em α ∈µ−1(0), obtemos
(pr ◦ t )∗{ f1, f2}red(α) = { f1 ◦ t ◦Pr, f2 ◦pr ◦ t }ω(α)
= D f1(t (Pr(α)))D t (Pr(α))D Pr(α)X t ∗(pr∗ f2)(α) (5.8)
Seja h ∈C∞(µ−1(0)/G ). O campo Hamiltoniano XPr∗h , associado a Pr∗h ∈C∞(µ−1(0)),
é Pr-relacionado ao campo Hamiltoniano Xh , associado a h . Ou seja,
D Pr(α)XPr∗h (α) = Xh (Pr(α)) α ∈µ−1(0). (5.9)
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Como t ◦Pr= pr ◦ t , se h = t ∗ f , onde f ∈C∞(M /G ), temos
Pr∗h = Pr∗(t ∗ f ) = (t ◦Pr)∗ f = (pr ◦ t )∗ f = t ∗(pr∗ f ). (5.10)
Então, pelas igualdades (5.9) e (5.10), obtemos
D Pr(α)X t ∗(pr∗ f )(α) =D Pr(α)XPr∗( f2◦t )(α) = X f2◦t (Pr(α)). (5.11)
Combinando as igualdades (5.8) e (5.11), segue que
(pr ◦ t )∗{ f1, f2}red(α) = D f1(t (Pr(α)))D t (Pr(α))X t ∗ f2(Pr(α))
= D f1(t (Pr(α)))X f2(t (Pr(α))) (5.12)
onde X f2 é o campo Hamiltoniano associado à f2 ∈C
∞(M /G ), com respeito à {·, ·}M /G .
De (5.6) e (5.12), obtemos
(pr ◦ t )∗{ f1, f2}red(α) = (pr ◦ t )∗{ f1, f2}M /G (α) α ∈µ−1(0).
Daí
{·, ·}red = {·, ·}M /G .

Exemplo 5.2. Seja (M ,ω,G ,µ) um espaço G -Hamiltoniano. Usando o Teorema (5.3), exi-
biremos um grupoide simplético que integra a variedade de Poisson (M /G ,πred). O gru-
poide do par M ×M ⇒ M é um grupoide simplético (Exemplo (4.1)) e com respeito à ação
diagonal, (M ×M ,Ω,G , J ) é um grupoide G -Hamiltoniano, onde J : M ×M →M é dada
por,
J (p , q ) =µ(p )−µ(q ).
Pelo Teorema (5.3), o espaço reduzido
(M ×M )red := {(p , q ) ∈M ×M |µ(p ) =µ(q )}/G ,
é um grupoide simplético que integra (M /G ,πred).
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5.3 O grupoide fundamental de uma variedade simplética
Na seção 5.2 mostramos que se M /G é o espaço de órbitas determinado por um espaço
G -Hamiltoniano (M ,ω,G ,µ), então M /G , visto como variedade de Poisson, é sempre
integrável e ainda é possível construir explicitamente um grupoide simplético que inte-
gra M /G . É conhecido que existem ações simpléticas que não admitem aplicação mo-
mento. Obstruções cohomológicas para a existência de aplicações momento podem ser
encontradas em [12]. Nesta seção mostraremos que se G age simpleticamente em (M ,ω),
então a variedade de Poisson M /G é integrável, mesmo quando a ação de G em (M ,ω)
não admite aplicação momento. Nossa demonstração combina os resultados da seção
5.2 com o seguinte teorema, devido a Mikami e Weinstein [20].
Teorema 5.4 ([20]). Seja (M ,ω) uma variedade simplética. Suponha queψ : G ×M →M
é uma ação por difeomorfismos simpléticos. Então o grupoide fundamental Π(M )⇒ M
herda de forma canônica uma estrutura de grupoide G -Hamiltoniano, com estrutura sim-
plética
Ω= (s × t )∗(pr∗1ω−pr
∗
2ω), ação simplética dada por
Ψg ([α]) = [ψg (α)]





onde [α] ∈Π(M ) e uM ∈X(M ) é o gerador infinitesimal associado a u ∈ g.
Para demonstrar este Teorema, precisamos de um resultado prévio. Para isso, consi-
dere a seguinte:
Definição 5.1. Seja α : [0, 1]→M uma curva em M . Uma variação de α é uma aplicação
suave Σ : [0, 1]× (−ε,ε)→M , (r1, r2) 7→Σ(r1, r2),ε > 0, tal que
1. Σ(r1, 0) =α(r1), r1 ∈ [0, 1];
2. Fixado r1 ∈ [0, 1], a curva
(−ε,ε) −→M
r2 7−→Σ(r1, r2)
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é suave.
Dada uma variação Σ : [0, 1]× (−ε,ε)→ M de α : [0, 1]→ M , considere os seguintes
vetores:
Vj (r1, r2) :=DΣ(r1, r2)
∂
∂ r j
j = 1, 2. (5.14)
Lema 5.5. Sejam (M ,ω) uma variedade simplética e [α] ∈Π(M ). Se Σ : [0, 1]× (−ε,ε)→M
é uma variação de α e V1, V2 são dados por (5.14). Então valem as seguintes igualdades:
1. LV1(ω(uM , V2)) =LV2(ω(uM , V1));
2. LuM (ω(V1, V2)) =ω([uM , V1], V2)−ω([uM , V2], V1);
3. LV2(ω(uM , V1)) = (LV2ω)(uM , V1)−ω([uM , V2], V1).
Demonstração:
1. Seja ξ := ıuMω. Como a ação de G em M é simplética, segue da fórmula de Cartan
que
0 = dξ(V1, V2) =LV1(ξ(V2))−LV2(ξ(V1))−ξ([V1, V2])
= LV1(ω(uM , V2))−LV2(ω(uM , V1))
já que [V1, V2] = 0.
2. Comoω ∈Ω2(M ) é simplética então,
0 = dω(uM , V1, V2) =LuM (ω(V1, V2))−LV1(ω(uM , V2))+LV2(ω(uM , V1))
− ω([uM , V1], V2) +ω([uM , V2], V1)−ω([V1, V2], uM )
= LuMω(V1, V2)−ω([uM , V1], V2) +ω([uM , V2], V1)
Ou seja,
LuM (ω(V1, V2)) =ω([uM , V1], V2)−ω([uM , V2], V1)
3. Comoω ∈Ω2(M ) é simplética segue da fórmula de Cartan que,
LXω= d ıXω, X ∈X(M ).
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Sejam X =V2 e η= ıV2ω, então,
(LV2ω)(uM , V1) = dη(uM , V1) =LuM (η(V1))−LV1(η(uM ))−η([uM , V1])
= LuM (ω(V2, V1))−LV1(ω(V2, uM ))−ω(V2, [uM , V1])
= ω([uM , V2], V1)−ω([uM , V1], V2)−LV1(ω(V2, uM ))−ω(V2, [uM , V1])
= ω([uM , V2], V1) +LV1(ω(uM , V2)).
Logo,
LV2(ω(uM , V1)) = (LV1ω)(uM , V2)−ω([uM , V2], V1)
E do item 1, segue que
LV2(ω(uM , V1)) =LV2(ω(uM , V1))−ω([uM , V2], V1)

Feito isso, podemos dar uma demonstração para o Teorema (5.4) :
Demonstração: Vejamos que µ :Π(M )→ g∗ é equivariante com respeito à representação
coadjunta Ad∗g −1 : g→ g. De fato, sejam [α] ∈Π(M ) e g ∈G , então






















ı (Adg−1 u )Mωd r
= 〈µ([α]),Adg −1 u〉
= 〈((Adg −1)∗ ◦µ)([α]), u〉.
Portanto, (µ◦Ψg ) =Ad∗g −1◦µ. Vejamos queµ :Π(M )→ g
∗ é uma aplicação momento. Sejam
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[α] ∈Π(M ) e V ∈ T[α]Π(M ). Considere uma variação Σ : [0, 1]× (−ε,ε)→M de α, tal que





, r1 ∈ [0, 1].










. Queremos mostrar que
Dµu (V ) = ıuΠ(M )Ω(V ),
sendo Ω := (s × t )∗(pr∗1ω−pr
∗
2ω) ∈Ω
2(Π(M )). De fato
































































Pelo item 3, do Lema (5.5), vale a igualdade acima, então
Dµu (V ) =
∫ 1
0

















ω([uM , V2], V1)−ω([uM , V1], V2)− ıV1dω(V2, uM )























= ωα(0)(uM (α(0)), V1(0, 0))−ωα(1)(uM (α(1)), V2(1, 0)).
Por outro lado, temos
(ıuΠ(M )Ω)[α](V ) = Ω[α](uΠ(M ), V )
= (s × t )∗(pr∗1ω−pr
∗
2ω)[α](uΠ(M ), V ) (5.15)
= ωα(0)(uM (α(0)), V1(0, 0))−ωα(1)(uM (α(1)), V2(1, 0)).
Vejamos que vale a igualdade (5.15). Para tal se [α] ∈Π(M ), então
D (s × t )[α]uΠ(M ) = (uM (α(0)), uM (α(1))).
De fato, considere a curva β : [0, 1]→Π(M ), tal que β (r ) = (Ψexp(r ·u ))[α]. Então























(ψexp(r ·u )α(0),ψexp(r ·u )α(1))
= (uM (α(0)), uM (α(1)))
Vejamos que, D (s × t )[α]V = (V1(0, 0), V2(1, 0)). Considere a variação Σ de α. Então,




























= (V1(0, 0), V2(1, 0))

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Combinando o Teorema (5.3), com o Teorema (5.4), obtemos o seguinte resultado:
Teorema 5.6. Sejam (M ,ω) uma variedade simplética e G um grupo de Lie que age em M
por difeomorfismos simpléticos. Suponha que a ação de G em M é livre, então a variedade
de Poisson (M /G ,πred) do Exemplo (5.2) é integrável. Além disso, o grupoide simplético
Π(M )red := (µ
−1(0)/G ,Ωred)
ondeµ :Π(M )→ g∗ é definida por (5.13), é um grupoide simplético que integra (M /G ,πred).
Demonstração: Pelo Teorema (5.4), o grupoide fundamental Π(M ) herda a estrutura de
grupoide G -Hamiltoniano. Seja µ : Π(M )→ g∗, dada por (5.13), segue do Teorema (5.3)
que
Π(M )red := (µ
−1(0)/G ,Ωred)⇒ M /G
é um grupoide simplético que integra a variedade de Poisson (M /G ,πred). 
Conclusão
Finalizamos este trabalho com algumas observações relacionadas com os resultados aqui
demonstrados:
1. Grupoides G -Hamiltonianos s -simplesmente conexos: No Teorema (5.6) exibi-
mos um grupoide simplético que integra o espaço de órbitas M /G de uma ação
simplética, onde G é um grupo de Lie conexo. A única integração de M /G como
no Teorema (4.7) é dada por um recobrimento de Π(M )red. Porém, se aplicação
µ : Π(M )→ g∗ em (5.13), tem fibras simplesmente conexas, então Π(M )red é o gru-
poide simplético s - simplesmente conexo que integra (M /G ,πred).
2. Integração de quocientes por uma ação de Poisson: Seja (M ,π) uma variedade
de Poisson. Em geral, se G age livremente em M por difeomorfismos de Poisson,
então M /G herda uma estrutura de Poisson πred. Se M é integrável como varie-
dade de Poisson, a variedade de Poisson (M /G ,πred) também é integrável. A de-
monstração deste fato usa uma extensão das técnicas das seções 5.2 e 5.3, substi-
tuindoΠ(M ) pelo chamado grupoide de Weinstein associado à variedade de Pois-
son (M ,π). Para mais detalhes veja [10].
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